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Tytul pracy

Algorytmy agregujace modele o geometrii heksagonalnej

Abstrakt

Gléownym celem niniejszej dysertacji jest zaproponowanie nowych metod poréwnywa-
nia i agregacji struktur, ktérych ksztalt oparty jest na siatce heksagonéw, a takze analizie
wlasciwoéci otrzymanych metod oraz ich potencjalnych praktycznych zastosowan. Repre-
zentujemy $ciezki w rozwazanej przestrzeni za pomoca ciagéw binarnych, gdzie bit 0 ozna-
cza kat lewostronny miedzy kolejnymi krawedziami, a bit 1 kat prawostronny. Dzielimy
badane struktury na $ciezki i organizujemy je w drzewo ternarne, ktére nastepnie repre-
zentujemy za pomocy rozszerzonych ciggdéw binarnych. Poréwnujemy tak reprezentowane
obiekty, wykorzystujac metryki oraz czesciowe porzadki, a nastepnie agregujemy, wyzna-
czajac odpowiednio medoid oraz elementy najmniejsze i najwieksze, minimalne i maksy-
malne, a takze infimum i supremum. Analizujemy uzytecznos$¢ zaproponowanych metod
w praktycznych zastosowaniach, takich jak teoria gier, wiedza rozproszona czy chemia

organiczna.

Stowa kluczowe

siatka heksagonow, ciagi binarne, agregacja, porownywanie graféw, porzadki czeéciowe
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Thesis title

Aggregation algorithms for models with hexagonal geometry

Abstract

The main goal of this dissertation is to propose new methods for comparing and ag-
gregating structures whose shape is based on a hexagonal grid, as well as to analyze the
properties of the resulting methods and their potential practical applications. We repre-
sent paths in the considered space using binary sequences, where the bit 0 denotes a left
turn angle between consecutive edges, and the bit 1 denotes a right turn angle. We divide
the examined structures into paths and organize them into a ternary tree, which is then
represented using extended binary sequences. We compare the objects represented this
way by employing metrics and partial orders and then aggregate them by determining,
respectively, the medoid, as well as the smallest and largest, minimal and maximal ele-
ments, along with the infimum and supremum. We analyze the usefulness of the proposed
methods in practical applications such as game theory, distributed knowledge, and organic

chemistry.

Key words

hexagonal grid, binary sequences, aggregation, graph comparison, partial orders
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Wstep

Postep technologiczny determinuje konieczno$é doskonalenia istniejacych oraz imple-
mentacji nowatorskich metod przetwarzania danych, ktére maja na celu optymalizacje
procesow, zwiekszenie efektywnosci obliczen oraz redukcje zlozonosci czasowej oraz pa-
mieciowej operacji. Rozwdj technik agregacji danych w szczegélnym rodzaju graféw od-
grywa istotna role w tych badaniach ze wzgledu na niewielki stopien zglebienia tematu
w literaturze oraz wyjatkowo skomplikowana postaé¢ analizowanych obiektéw. Agregacja
struktur skonstruowanych na siatce heksagonéw jest procesem wyznaczania reprezentanta
dla ustalonego zbioru graféw, ktérych geometria odzwierciedla fragmenty siatki utworzonej
z szeSciokatow.

Niniejsza dysertacja doktorska poswiecona jest zaproponowaniu nowych metod po-
rownywania oraz agregacji struktur, ktérych ksztalt oparty jest na siatce heksagondw,
nazywanych w rozprawie heksastruktami, a takze analizie wlasciwosci otrzymanych me-
tod oraz ich potencjalnych praktycznych zastosowan.

Agregacja, rozumiana jako wyznaczanie reprezentanta dla okreslonego zbioru obiektéw
tego samego rodzaju (np. liczb), jest znana od wiekéw, czego przykladem jest $rednia aryt-
metyczna. Uniwersalnos¢ tej definicji uzasadnia jej stosowanie w licznych rozwazaniach
naukowych, takich jak konstrukcja sieci neuronowych (patrz [1], [14]), normy tréjkatne
w logice rozmytej (patrz [26]) oraz wielu innych obszarach (patrz |15], [16]). Dynamiczny
postep technologiczny napedza rozwdj technik przetwarzania danych. W rezultacie agre-
gacja obejmuje coraz bardziej ztozone obiekty, takie jak teksty, zmienne losowe czy grafy
(patrz [16], [11]).

Heksastrukty to spéjne grafy, w ktorych kazda para krawedzi o wspdélnym wierzchotku
tworzy kat 120°. Szesciokat, charakterystyczny dla tych struktur, jest figura geometryczna
obecng w wielu dziedzinach naukowych, ktérej ksztalt oraz wlasciwosci sa powszechnie
wykorzystywane. W geometrii jest jednym z trzech wielokatéw foremnych (obok tréj-
kata réwnobocznego oraz kwadratu), ktére umozliwiaja utworzenie parkietazu foremnego.
Parkietaz stanowi problem polegajacy na wypelnieniu plaszczyzny wielokatami, ktore sa
styczne oraz nie pokrywaja sie wzajemnie. Ponadto krata szesciokatna jest jedna z pieciu

dwuwymiarowych krat Bravaisa, ktére sa wykorzystywane m.in. jako:

o struktura algebraiczna do reprezentacji relacji binarnych miedzy ustalonymi elemen-

tami,

o struktura porzadkowa do reprezentacji zaleznosci miedzy ustalonymi elementami

z wykorzystaniem cze$ciowego porzadku (patrz [7]),
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struktura krystalograficzna do analizy cienkich warstw materialéw (patrz [23]).

Ksztalt ten wystepuje takze w chemii oraz fizyce, gdzie zwiazki chemiczne oraz mate-

rialy, takie jak benzen czy grafen, przyjmuja te postaé (patrz [40], [49]). Co wiecej, wiedza

rozproszona oraz sieci szkieletowe sg zagadnieniami informatycznymi, w ktérych wykorzy-

stuje sie ten wzorzec (patrz [17], [13]). Wreszcie szeSciokaty znajduja szerokie zastosowanie

w teorii gier, gdzie tworza mapy oraz plansze gier, dla ktérych poszukuje sie optymalnych

strategii zwyciestwa (np. gra planszowa Catan, patrz [45]).

Glownymi celami niniejszej dysertacji sa:

rozszerzenie pojecia ciggu binarnego celem reprezentacji rozgalezionej struktury gra-
féw rozwazanych w sposob prostszy, bez utraty informacji o wizualnej postaci obiek-

téw,

wyprowadzenie wzoréw na obrét oraz odbicie lustrzane rozwazanych struktur z wy-

korzystaniem rozszerzonych ciagéw binarnych,
zdefiniowanie metryk pozwalajacych na miare niepodobienstwa rozwazanych grafow,

agregacja struktur poprzez zastosowanie otrzymanych metryk w konstrukecji medoidu

oraz centroidu,

zbadanie mozliwosci wykorzystania cze$ciowego porzadku do agregacji rozszerzonych

ciggdéw binarnych,

zaproponowanie zastosowan otrzymanych metod agregacji w réznych dziedzinach

naukowych,

zaimplementowanie rozszerzonych ciagéw binarnych w postaci obiektéw oraz otrzy-

manych metryk oraz metod agregacji w postaci funkcji w jezyku Python.

W badaniach podejmujemy réwniez nastepujace zagadnienia pokrewne:

wyprowadzenie wzoru na catkowitoliczbowe wspétrzedne wierzchotkéw rozwazanych

grafow,

przedstawienie oraz zbadanie wlasnosci uktadu wspoétrzednych dla siatki szescioka-
téw,
zbadanie mozliwodci walidacji rozwazanych struktur na podstawie ich binarnej re-

prezentacji,

zbadanie problemu zliczania rozwazanych struktur z uwzglednieniem obrotéw

oraz odbi¢ lustrzanych.

Niniejsza praca sklada sie z szedciu rozdziatéw oraz dwéch dodatkéw. W rozdziale

pierwszym, zatytutowanym ,,Podstawowe zagadnienia matematyczne”, prezentujemy teo-

rie z zakresu geometrii oraz zbioréw czesciowo uporzadkowanych. Definiujemy precyzyjnie

zagadnienia dotyczace punktéw, odcinkéw, prostych oraz katéw na plaszczyznie, ktore
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wykorzystamy w dalszej czesci pracy. Przedstawiamy w calosci konstrukcje macierzy ro-
tacji oraz macierzy odbicia lustrzanego z wykorzystaniem podstawowych narzedzi geome-
trycznych, tj. funkcje trygonometryczne oraz twierdzenie cosinuséw. Badamy wlasnosci
otrzymanych wynikéw, m.in. okreslajac zaleznoéci miedzy rotacja a odbiciem lustrzanym.
Ponadto przytaczamy niezbedne pojecia oraz wyniki z tematyki zbiorow czesciowo upo-
rzadkowanych. Teoria oméwiona w niniejszym rozdziale zostata opracowana szczegdétowo
oraz umozliwia jej zastosowanie w pozostalej czesci rozprawy.

W rozdziale drugim, zatytulowanym ,(Rozszerzone) ciagi binarne”, wprowadzamy
nowe pojecie, jakim jest rozszerzony ciag binarny, ktéry rozszerza pojecie ciggu binarnego
0 mozliwo$é wtracenia nowego ciggu binarnego miedzy bity istniejacego ciggu binarnego.
Umozliwia to reprezentacje docelowo badanych obiektéw w sposdb prostszy oraz tatwiej-
szy do prezentacji oraz umozliwia wykorzystanie nowego rodzaju metod poréwnawczych.
Okreslamy, w jaki spos6b mozna poréwnywacé rozszerzone ciagi binarne za pomoca metryk
zdefiniowanych na ciagach binarnych. Ponadto badamy przedstawienie struktury rozsze-
rzonych ciggdéw binarnych w postaci ciagu mniej ztozonych rozszerzonych ciggéw binarnych
oraz wyprowadzamy wzory na obrét oraz odbicie lustrzane rozszerzonych ciagéw binar-
nych.

W rozdziale trzecim, zatytutowanym ,,Heksastrukty”, definiujemy precyzyjnie wybrane
pojecia z teorii graféw, aby w nastepnym kroku przejs¢ do definicji wlasciwej dla tej dyser-
tacji obiektéw, czyli heksastruktéw. Nastepnie ustalamy taka forme pokryé Sciezkowych
heksastruktéw, zeby mozna bylo ja wykorzysta¢ do reprezentacji przy uzyciu ciagdéw bi-
narnych oraz rozszerzonych ciagéw binarnych.

W rozdziale czwartym, zatytutowanym ,, Algorytmy agregujace heksastrukty”, wypro-
wadzamy wzér na metryke dla rozszerzonych ciggéw binarnych na podstawie metryki
dla ciagéw binarnych. W dalszej kolejnosci implementujemy ja w réwnaniach opisujacych
medoid oraz centroid, badajac uzyteczno$é istniejacych oraz nowych metryk dla procesu
agregacji.

W rozdziale piatym, zatytulowanym ,Zastosowania”, proponujemy wykorzystanie
otrzymanych metod agregacji w réznych dziedzinach naukowych. Pierwsze zastosowanie
dotyczy teorii gier. Poszukujemy strategii wygrywajacych w grze planszowej Catan. Gra
ta polega na budowaniu $ciezek oraz zamkdéw oraz pozyskiwaniu surowcéw na planszy
utworzonej z szesciokatéow. Drugie zastosowanie dotyczy inzynierii agentowej. Agregujemy
wiedze rozproszong w celu otrzymania informacji o rozwazanej przestrzeni. Rozwazamy
zbiér heksastruktéw, ktéry odpowiada wiedzy pewnej grupy agentéw dotyczacej np. mapy,
a nastepnie agregujemy te wiedze, aby okresli¢ ogdlne wlasnosci tej mapy. Trzecie, ostatnie
zastosowanie dotyczy chemii organicznej oraz stereoizomerii. Pokazujemy, ze wiele weglo-
wodoréw mozna reprezentowaé, poréwnywaé oraz agregowaé metodami przedstawionymi
W niniejszej pracy.

W rozdziale szostym, zatytutowanym , Zakonczenie”, podsumowujemy otrzymane wy-
niki oraz opisujemy kierunki dalszych badan.

W dodatku A, zatytulowanym ,Wyniki pokrewne”, przedstawiamy rezultaty, ktére
sg posrednio zwigzane z agregacja heksastruktéow. Zaczynamy od przedstawienia nowych

oraz optymalnych metod obliczania wspdétrzednych w siatce szeSciokatéw. Nastepnie przed-
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stawiamy szeSciokatny uktad wspélrzednych. Na koncu zajmujemy sie pojeciem walidacji
ciagdéw binarnych, ktore moga reprezentowacé heksastrukty, co pozwala na zbadanie zagad-
nienia zliczania heksastruktéw o jednoelementowym pokryciu Sciezkowym.

W dodatku B, zatytutowanym ,,Implementacje w jezyku Python”, przedstawiamy roz-
wazane obiekty oraz metody zaimplementowane w jezyku Python, tj. rozszerzone ciagi
binarne, metryki, porzadki, metody agregacji oraz symulacje.

Wyniki badan przedstawionych w niniejszej dysertacji doktorskiej zostaly opubliko-

wane w nastepujacych pracach:

e ,An overview of honeycomb-based graph aggregation functions” (patrz [29]) w pod-
rozdziatach 3.2, 4.1 oraz A.3,

o ,Honeycomb-Based Polygonal Chains Aggregation Functions” (patrz [31]) w pod-
rozdziatach 3.2, 3.4 oraz 4.1,

o ,Exploring Vertex Representation and Cardinality of Aggregation Functions in
Honeycomb-based Polygonal Chains” (patrz [30]) w podrozdziatach 3.2, A.1, A.2
oraz A.3,

o ,Similarity Functions and Medoids for Honeycomb-Based Structures” (patrz [32])
w podrozdziatach 3.3, 3.4, 4.1 oraz 5.1.

e ,Uncertainty of Aggregation: Investigating Dissimilarity between Honeycomb-Based
Polygonal Chains” (patrz [33]) w podrozdzialach 4.1, 4.2, 5.1 oraz 5.2.

Badania, rozwazania oraz wyniki byly prezentowane oraz dyskutowane podczas naste-

pujacych miedzynarodowych konferencji naukowych:

e The 19th World Congress of the International Fuzzy Systems Association and the
12th Conference of the European Society for Fuzzy Logic and Technology (IFSA-
EUSFLAT 2021) we wrzesniu 2021 roku — referat pt. ,An overview of honeycomb-
based graph aggregation functions” (wyniki przedstawione w podrozdziatach 3.2, 4.1
oraz A.3),

e The 19th International Conference on Information Processing and Management of
Uncertainty in Knowledge-Based Systems (IPMU 2022) w lipcu 2022 roku — referat
pt. ,Honeycomb-based polygonal chains aggregation functions” (wyniki przedsta-

wione w rozdzialach 3.2, 3.4 oraz 4.1),

o The 13th Conference of the European Society for Fuzzy Logic and Technology (EUS-
FLAT 2023) we wrzesniu 2023 roku — referat pt. ,Exploring Vertex Representation
and Cardinality of Aggregation Functions in Honeycomb-based Polygonal Chains”
(wyniki przedstawione w podrozdziatach 3.2, A.1, A.2 oraz A.3),

o The 17th Conference on Fuzzy Set Theory and Applications (FSTA 2024) na prze-
tomie stycznia i lutego 2024 roku — referat pt. ,Similarity Functions and Medoids
for Honeycomb-Based Structures” (wyniki przedstawione w podrozdzialach 3.3, 3.4,
4.1 oraz 5.1),
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o The 6th Polish Conference on Artificial Intelligence (PP-RAI 2025) w kwietniu
2025 roku — referat pt. ,,Uncertainty of Aggregation: Investigating Dissimilarity be-
tween Honeycomb-Based Polygonal Chains” (wyniki przedstawione w podrozdzia-
lach 4.1, 4.2, 5.1 oraz 5.2).

Ponadto byly one wielokrotnie prezentowane na seminariach naukowych zespotu badaw-
czego ,,Metody inteligencji obliczeniowej” na Uniwersytecie Slaskim w Katowicach oraz na
miedzyuczelnianych seminariach naukowych instytutéw informatyki Uniwersytetu Sla-

skiego oraz Uniwersytetu Rzeszowskiego.
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Rozdziat 1

Podstawowe zagadnienia

matematyczne

Rozprawe rozpoczynamy od rozdziatu, w ktérym przedstawiamy fundamentalne za-
gadnienia oraz wyniki matematyczne, ktére wykorzystamy do konstrukcji siatki heksa-
gonéw oraz struktur projektowanych na tejze siatce, a nastepnie do ich uporzadkowania

oraz agregacji. W calej pracy przyjmujemy, ze N jest zbiorem liczb naturalnych bez 0, tzn.
N={1,2,3,4,5,...}.

Geometria jest dzialem matematyki szeroko zbadanym oraz przedstawionym w wielu
publikacjach i podrecznikach. Naukowcy prowadza analizy dotyczace punktéw, odcinkdw,
wektoréw, prostych oraz innych obiektéow geometrycznych oraz badaja ich wzajemne re-
lacje oraz zastosowania z réznych perspektyw (przede wszystkim w ramach geometrii
obliczeniowej, ale rowniez geometrii algebraicznej, geometrii rézniczkowej czy geometrii
wykreslnej). Przedstawiamy teorie, opierajac si¢ na fundamentalnych wtasnosciach funkeji
trygonometrycznych, w celu unikniecia wprowadzania oraz stosowania skomplikowanych

pojeé, ktére nie beda istotne w dalszych czesciach dysertacji. Stanowig one zredukowane,

szczegblne lub autorsko rozszerzone (np. twierdzenia [1.2.1] oraz [1.3.1)) zagadnienia teorii

zaprezentowanej w standardowych podrecznikach teoretycznych (patrz [2]).

Nastepnie przedstawiamy podstawowe zagadnienia teorii mnogoéci zwigzane z porzad-
kami czeSciowymi (patrz [20]), ktére postuza do uporzadkowania wczesniej okreslonych
struktur oraz do ich agregacji przy uzyciu pojeé ograniczen zbiorow, w szczegdlnosci infi-

mum oraz supremuin.

1.1 Punkt, odcinek oraz prosta

Uporzadkowang pare liczb rzeczywistych nazywamy punktem. Niech pg = (xg,y0)
oraz p1 = (x1,y1) beda punktami. Wprowadzamy porzadek leksykograficzny na plaszczyz-

nie R2, tj. taka relacje < na zbiorze wszystkich punktéw, ze

Po<p1 & xp<x1V(xg=x1Ayg<y1).
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Wprowadzamy ostry porzadek leksykograficzny < na zbiorze wszystkich punktéw wzorem:
Po<p1 & xo<x1V(xg=x1AYyo<y1).

Para réznych punktéw pg oraz p; jest koncami odcinka s, jezeli tworza zbiér punktow
{Apo+(1=A)p1: A € [0,1]}. Odcinek s oznaczamy symbolem pop1. Dtugosé |s| odcinka s

o koncach w punktach pg = (xg, yo) oraz p1 = (x1,y1) wyrazamy wzorem:

Is| = V(x0 = x1)2 + (yo — y1)2.

Odcinek z uporzadkowang para punktéw koncowych nazywamy wektorem oraz ozna-
czamy popi. Niech a,b,c € R oraz niech a # 0 lub b # 0. Prosta [ nazywamy zbiér
punktéw {(x,y): ax + by + ¢ = 0} i oznaczamy [: ax + by + ¢ = 0.

Okreslamy potozenie punktu p’ = (x’, ") wzgledem prostej I: ax+by+c = 0. Punkt p’
lezy na prostej [, gdy spelnia jej réwnanie. Zatézmy, ze p’ nie lezy na niej oraz niech
b = 0. Wowczas réwnanie prostej redukuje sie do postaci ax + ¢ = 0. Zatem otrzymujemy
dla tej prostej zbiér punktow:

{(-=.3):y eR},

czyli wizualnie otrzymujemy pionowa prosta przecinajaca o$ poziomg w punkcie x = —<.

Woéwcezas mozemy okresli¢ czy punkt p’ jest po lewej stronie lub po prawej stronie pro-
stej 1. Jezeli a(ax’ + ¢) > 0, to punkt p’ lezy na prawo od prostej [. Jezeli natomiast
a(ax’ + ¢) <0, to punkt p’ lezy na lewo od prostej /.
Jezeli b # 0, to
a c

y=ogx g
Okreslamy, czy punkt p’ jest powyzej lub ponizej prostej [. Jezeli b(ax” + by’ +¢) > 0, to
punkt p’ lezy powyzej prostej [. Jezeli b(ax’ + by’ + ¢) <0, to punkt p’ lezy ponizej
prostej [.

Twierdzenie 1.1.1. Prosta l: ax + by + ¢ = 0 przechodzi przez rézne punkty po = (xo, yo)
oraz p1 = (x1,y1) wtedy i tylko wtedy, gdy spetnione jest réwnanie:

(x —x1)(yo = y1) = (y = y1)(xo —x1) = 0. (1.1.1)
Ponadto
a=yo—JYi,
b = —(xo —x1),

¢ =-x1(yo—y1) +y1(xo — x1).

Dowdd. Niech pg oraz p; spelniaja réwnanie prostej [. Woéwcezas otrzymujemy uktad réw-
nan:
axg+byg+c=0
axi +by;+c=0.
Stad ¢ = —ax; — by, oraz
a(xo —x1) + b(yo — y1) = 0.
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Zalézmy, ze xg # x1. Stad b # 0 (poniewaz w przeciwnym przypadku réwniez a = 0 i nie

sa spelnione warunki prostej) i dalej

a=_p.20" N
X0 = X1

ceb. (xl(yo - 1) _}’1)~

X0 — X1

oraz

Podstawiajac obliczone a oraz ¢ do réwnania prostej [ mamy:

_b.u.x+by+b.(

X0 — X1

1 (va —
1(yo — y1) —y1) 0.

X0 — X1

Mnozac obustronnie przez xp — x1 i grupujac powyzsze rownanie otrzymujemy rowna-

nie (LL).

7 drugiej strony zalézmy, ze yg # y1. Stad a # 0,

X0 — X1
Yo—M)1

b=-a
oraz
X0 — X1
Yo —JY1

Ponownie, podstawiajac obliczone b oraz ¢ do réwnania prostej [ mamy:

c=-—-axy+a-

X0 — X1 X0 — X1
“y—axi+a-
Yo—MN1 Yo — 1

=0.

ax —a-

Mnozac obustronnie przez yg — y1 i grupujac powyzsze réwnanie otrzymujemy rowna-

nie (LL1). 0

Powiemy, ze prosta [: ax + by + ¢ = 0 przechodzi przez punkty pg oraz p;, gdy
spelnia rownanie . Okreslmy teraz potozenie punktu p’ = (x’,y") wzgledem wektora
v = popi dla réznych punktéw po = (xo,yo) oraz p1 = (x1,y1). Zauwazmy, ze mozemy
okresli¢ polozenie punktu wzgledem odcinka tak samo jak wzgledem prostej. Uporzadko-
wanie koncéw odcinka pozwala okresli¢, czy punkt znajduje sie¢ po lewej stronie, czy po
prawej stronie wektora. Niech [: ax + by + ¢ = 0 bedzie prostg przechodzaca przez punkty
po oraz p1. Punkt p’ lezy na przedluzeniu wektora v, gdy spelnia rownanie prostej /.
Zal6zmy, ze punkt p’ nie spelnia tego warunku. Co wiecej, zaldézmy, ze pg < p1 (pdzniej
rozwazymy warunek przeciwny). Jezeli xo = x1, tj. v lezy na prostej pionowej, to punkt p’
lezy na lewo (prawo) od wektora v, gdy lezy na lewo (prawo) od prostej . Jezeli
Xo # x1, to punkt p’ lezy na lewo (prawo) od wektora v, gdy lezy powyzej (ponizej)
prostej [. 7Z drugiej strony, jezeli p1 < pg, to wszystkie polozenia lewostronne w powyz-
szych definicjach zamieniajg sie na prawostronne, a potozenia prawostronne zamieniajg, sie
na lewostronne.

W nastepujacym twierdzeniu pokazujemy konsekwencje w okreslaniu potozenia punktu

wzgledem wektora oraz wektora skierowanego przeciwnie:

Twierdzenie 1.1.2. Jezeli punkt p’ lezy na lewo (prawo) od wektora pipg, to lezy na

prawo (lewo) od wektora popi.
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Dowdéd. Niech p1 < pg. Zauwazmy, ze

(x =x1)(yo —y1) = (y = y1) (x0 — x1)
= x(yo = y1) = y(x0 —x1) = x1y0 + X1¥1 + X0y1 — X1)1
= —x(y1 = yo) + y(x1 —X0) = x1¥0 + X0Y0 + X0¥1 — X0)0
= —x(y1 = yo) + y(x1 = x0) = yo(x1 = x0) +x0(y1 = Y0)
= —(x = x0)(y1 = y0) + (yy = yo) (x1 — x0)
= —((x =x0)(y1 = yo) = (¥ = yo) (x1 = x0)).

O

Okreslenie potozenia punktu wzgledem wektora bedzie kluczowe do ustalenia potozenia
kata wklestego miedzy uporzadkowana para odcinkdéw o wspdlnym wierzchotku. Relacja
ta zostanie nastepnie wykorzystana w reprezentacji struktur o ksztalcie opartym na siatce

heksagonow.

1.2 Obrét punktu oraz kat miedzy odcinkami

W tej czesci omowimy pojecie obrotu punktu wzgledem punktu ustalonego oraz pojecie
kata miedzy dwoma odcinkami. Zaczniemy od motywacji definicji, przedstawiajac wzor
na wartosé kata tworzonego przez odcinki o wspélnym koncu, a nastepnie wyprowadzimy
wz6r opisujacy zalezno$¢ miedzy réznymi koricami rozwazanych odcinkéw. Zauwazmy na
poczatku, ze przy rozwazaniu kata miedzy dwoma odcinkami bierzemy pod uwage kat

a € [0, 7]. Natomiast w przypadku obrotu punktu rozwazamy kat a € (-n, x].

Twierdzenie 1.2.1. Niech p, po, p1 bedq takimi punktami, Ze pg # p © p1 # p oraz niech

s0 =ppo i s1=pp1- Wowczas kgt a € [0, n] miedzy wektorami sg oraz s1 wynosi

(xo —x)(x1 —x) + (yo— y)(y1 —¥) .

@ = arccos 1.2.2
ol Jsa] (122)
Ponadto spelniona jest réwnosé:
|s1| | cos(a) Fsin(a)
pr=1—" -(po—p) +p. (1.2.3)

:|SO| +sin(a) cos(@)

Dowdd. Zauwazmy, ze jezeli xg = x1 oraz yg = y1, to odcinki sg oraz s; tworzg kat o war-
tosci 0, co spelnia réwnosci oraz .

Niech pg # pi1. Rozwazamy tréjkat o wierzchotkach w punktach p, pg oraz p;
(rys. . W dalszej czesci dowodu dopuszczamy mozliwoéé degeneracji rozwazanego troj-
kata. Wéwczas twierdzenie cosinuséw oraz wykorzystywane wlasnosci rozszerzamy na katy
0° oraz 180° tego tréjkata.

Niech s bedzie odcinkiem o konicach w punktach pg oraz p;. Z twierdzenia cosinuséw
mamy:

IsI” = Isol® + Is11* =2 - Isol - s1] - cos (a).
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Rysunek 1.1: Tréjkat o wierzchotkach p = (x,y), po = (xo,y0) oraz p1 = (x1,y1), gdzie
Xg,X1 = X oraz yg, y1 = y, przedstawiony w kartezjanskim uktadzie wspoétrzednych z zazna-

czonym katem a utworzonym przez odcinki o koncach w punktach p i pg oraz p i p;.

Stad
|sol* + Isa|* = Is|?
2+ Isol - [s1]

cos (@) =
Zauwazmy, ze

sol? + [s1]? = Is|* = (x0 = )% + (yo = ¥)* + (x1 = 0)* + (y1 = )% = (x1 = x0)® = (y1 = y0)?

—2xx09 — 2yyo — 2xx1 — 2yy1 + 2x9x1 + 2ypy1 + 2x% + 2y2

=2 ((x0 =x)(x1 =x) + (o =) (y1 = ).

Ostatecznie otrzymujemy réwnanie (|1.2.2)).
Przechodzimy teraz do dowodu réwnoéci (|1.2.3)). Rozwazamy trzy przypadki w zalezno-
$ci od wzajemnego potozenia punktéw p, po oraz p1. W pierwszym przypadku rozwazamy

jedna z mozliwosci:
1. x0,x1 2%, yo,¥1 = V;
2. xp,x1 22X, y0,¥1 < Y;
3. x0,x1 <X, Y0, V1 = V;
4. x9,x1 <X, yo,¥1 < V.
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Oznacza to, ze rozwazamy przypadek, w ktorym punkty pg oraz p; leza w tej samej
¢wiartce ukladu wspélrzednych wzgledem punktu p. Wéwczas kat @ mozemy obliczy¢ jako

réznice katéw tworzonych przez punkty pi, p i (x1,y) oraz przez punkty pg, p i (xo,y)

(patrz rys. [1.2)).

Rysunek 1.2: Tréjkat o wierzchotkach p = (x,y), po = (x0,y0) oraz p1 = (x1,y1), gdzie
X0,X1 = X oraz yg,y1 = Yy, przedstawiony w kartezjanskim uktadzie wspoélrzednych, gdzie
punktem przeciecia sie osi X oraz Y jest punkt p, z zaznaczonymi katami: @ utworzonym
przez wierzcholki pg, p i p1, B utworzonym przez wierzcholki (xg,y), p i po oraz y utwo-

rzonym przez wierzchotki (x1,y), p i p1.
Zalbézmy, ze:
e jezeli yg,y1 >y, to punkt p; lezy powyzej prostej przechodzacej przez punkty p i po,
e jezeli yg,y1 <y, to punkt p; lezy ponizej prostej przechodzacej przez punkty p i pg.
Oznaczamy:
e kat @ — utworzony przez punkty po, p i p1,
e kat B — utworzony przez punkty pg, p i (xo,y),

e kat y — utworzony przez punkty pi, p i (xo,y).
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Wéwczas y = a + 8. Stad

|x1 — x|

= cos(a + B)
|s1]
= cos(a) cos(B) — sin(a) sin(B)
_ cos(a) - o —x| sin(a) - lyo =yl
|sol |50l
- cos(a) - lxo —x| sin(a) lyo =yl
|sol |50l
oraz
1 =yl = sin(a + B)
|s1]

= sin(a) cos(B) + cos(a) sin(B)

o — x| + cos(a@) - o = 1l
|S0| |SO|

|xo — x| + cos(a) - lyo — ¥l

a )
o [0

co daje jedno z réwnan (1.2.3) w zaleznosci od rozwazanej ¢wiartki. Podobne wyniki

otrzymamy, gdy przyjmiemy zalozenia, ze:

= sin(a) -

= sin(a) -

o jezeli yg,y1 =y, to punkt p; lezy ponizej prostej przechodzacej przez punkty p i po,
o jezeli yg,y1 <y, to punkt p; lezy powyzej prostej przechodzacej przez punkty p i pg.
W drugim przypadku rozwazamy nastepujace mozliwosci:

1. xg,x1 2xiyg<y<y;luby; <y <y,

2. x0,x1 <xiyg<y<yiluby; <y<y,

3. yo,y1=2yixg<x<xlubxy €£x < x,

4. yo,y12yixg<x<x;lubx; <x <xg.

Wéwcezas punkty pg i p1 leza w dwdch sasiadujacych ¢wiartkach ukladu wspotrzednych
wzgledem punktu p. Wtedy kat @ mozemy obliczyé¢ jako sume katéw utworzonych przez
punkty:

* p1, p, (x,y1) oraz po, p, (x,yo), jezeli yo,y1 2y lub yo,y1 2y,

e p1, p, (x1,y) oraz pg, p, (x0,Y), jezeli xg,x1 > x lub xg,x1 < x.
Rozwazmy pierwsza mozliwo$¢. Oznaczamy (zgodnie z rysunkiem :

e kat @ — utworzony przez punkty pg, p i p1,

e kat B — utworzony przez punkty po, p i (x,yo),

e kat y — utworzony przez punkty p1, p i (x,y1).
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Mamy:

lx1 — x|

T sin (y)
= sin (a - f)
= sin (@) cos () — cos (@) sin (B)
_ sin (a) - IyTS;|y| ~ cos (@) - IxTS;|x|
oraz:

|Y|1S;|y| ~ cos (y)
= cos (@ — B)
= cos (@) cos (B) + sin (@) sin (B)
~ cos (a) - 2 Ts;|y 4 sin(a) "“"S;lx',

co daje jedno z rownan (1.2.3) w zaleznosci od rozwazanych éwiartek. Podobne wyniki

otrzymamy przy rozwazeniu drugiej mozliwosci.

[

T

7

Rysunek 1.3: Tréjkat o wierzchotkach p = (x,y), po = (x0,y0) i p1 = (x1,y1), gdzie
X0 = x, ,x1 < x1yg,y1 =y, przedstawiony w kartezjanskim uktadzie wspdlrzednych,
gdzie punktem przeciecia sie poziomej osi i Y jest punkt p, z zaznaczonymi katami: a
utworzonym przez wierzcholki pg, p i p1, 8 utworzonym przez wierzchotki pg, p i (x, yg)

oraz y utworzonym przez wierzchotki (x,y1), p i p1.
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W ostatnim przypadku mamy jedna z mozliwosci:
1. xo<x,x12x, 905y, y12Y,
2. xg <X, X1 2Xx,y02Yy, Y1 <Y,
3. x02x, x1 <X, 05y, Y12,

4. xg=Zx, x1 <X, 0=y, y1 < V.

Rysunek 1.4: Tréjkat o wierzchotkach p = (x,y), po = (x0,y0) i p1 = (x1,y1), gdzie
X0 = x,,x1 <x,y9<yiy >y, przedstawiony w kartezjanskim uktadzie wspoétrzednych,
gdzie punktem przecigcia si¢ poziomej osi i Y jest punkt p, z zaznaczonymi katami: @
utworzonym przez wierzcholki pg, p i p1, B utworzonym przez wierzcholki pg, p i (xg,)

oraz y utworzonym przez wierzcholki (x, y1), p i p1.

Zatem punkty pg i p1 leza w réznych, niesasiadujacych ze soba, ¢wiartkach uktadu
wspotrzednych wzgledem punktu p. Niech [ bedzie prosta przechodzaca przez punkty p
i po. Woéwczas kat @ miedzy odcinkami sg i 51 mozemy obliczy¢ jako sume katéw 8, y i 7,

gdzie:

o jezeli p1 lezy nad prosta [ oraz yg <y lub jezeli p; lezy pod prosta [ oraz yg >y, to
B jest wyznaczony przez punkty pg, p i (xg,y) oraz y jest wyznaczony przez punkty

p1, p i (x,y1) (rys. [L4),
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e jezeli py lezy pod prosta [ oraz yg <y lub jezeli py lezy nad prosta [ oraz yg <y, to
B jest wyznaczony przez punkty pg, p, (x,yg oraz y jest wyznaczona przez punkty
p1, pi(x1,y).
Dla pierwszego przypadku mamy:

ML in )
|s1]

) n
= sin (a/ -B- 5)
= —cos(a - p)
= —cos (@) cos (B) — sin (@) sin (B)
yo-yI_ (@) - |xo — x|
|so |50l

= —cos () -

oraz:

ly1 =yl
|s1]

= cos ()

= cos (a/ -B- g)
= sin (@ — B)
= sin (@) cos (B) — cos (@) sin (B)

lxo —x| ( )_Iyo—yl
|sol lsol

co daje jedno z rownan (1.2.3) w zaleznosci od rozwazanych éwiartek. Podobne wyniki

= sin (@) -

otrzymamy przy rozwazeniu drugiej mozliwosci. i

Uwaga 1.2.2. W twierdzeniu odcinki so i s1 tworzg rowniez kgt 2w — a, ktory

nazywany jest kgtem wklestym.

Oznaczamy macierz, ktéra pojawia sie w réwnaniu ((1.2.3). Macierza rotacji nazy-
wamy takg funkcje Rot: R — R?*2 ze
cos(a) —sin(a
Rot(a) = (a) (a) . (1.2.4)
sin(a) cos(a@)
Zauwazmy nastepujacy fakt wynikajacy bezposrednio z wlasnoéci funkcji trygonometrycz-

nych:
Whiosek 1.2.3. Macierz rotacji jest funkcjg okresowq o okresie 2.

Twierdzenie [[.2.1] oraz przyjete oznaczenie pozwalaja nam zdefiniowaé obrét, czyli
przeksztatcenie punktu pg poprzez jego obrét o kat @ € R wzgledem ustalonego punktu p.
Punkt p; nazywamy obrotem punktu pg wzgledem punktu p o kat @ € R, gdy spelnione
jest rOwnanie:

p1=Rot(a) - (po - p) + p.
Odcinki sg = ppo i 51 = pp1 tworza kat a € [0, 7], gdy punkt p; jest obrotem punktu
po wzgledem punktu p o kat +a. Ponadto kat @ jest prawostronny (lewostronny)

wzgledem odcinka sg, gdy punkt p; lezy po prawej (lewej) stronie wzgledem wektora Pop.
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Przyktad 1.2.4. Na rysunku[1.5 przedstawilismy odcinki so = ppo, s1 = pp1 i s2 = Ppa2.
Odcinki sq 1 s1 tworzg lewostronny kgt 120°. Odcinki sq © s2 tworzg prawostronny kgt 150°.

Pl

P2

Po

Rysunek 1.5: Heksastrukt o dwoch wierzchotkach stopnia pierwszego i pozostatych wierz-

chotkach stopnia drugiego o pokryciu Sciezka reprezentowana przez ciag binarny 11110000.

Whniosek 1.2.5. Jezeli odcinek sg tworzy z odcinkiem s1 kgt prawostronny, to odcinek sq

tworzy z odcinkiem so kgt lewostronny.

Whniosek 1.2.6. Niech punkt p1 bedzie obrotem punktu pg wzgledem punktu p o kgt a € R.
Jezeli @ mod 2n < m (@ mod 27 > &), to odcinki ppy i pp1 tworzq kgt prawostronny

(lewostronny).

Przedstawione w tym podrozdziale zagadnienia sg kluczowe dla zdefiniowania oraz re-
prezentacji struktur o ksztalcie opartym na siatce heksagonéw. Jezeli kolejne krawedzie
figury tworza kat +120°, to okreslenie potozenia kolejnych wierzchotkéw tej figury spro-
wadza sie do ustalenia potozenia kata, jaki tworza kolejne krawedzie. Taka wlasciwosé
pozwala uprosci¢ analize geometryczng i sprawia, ze reprezentacja ksztaltu moze by¢ re-
alizowana przez sekwencje katow zamiast koniecznosci bezpoéredniego okreslania wspdl-

rzednych kazdego punktu.

1.3 Odbicie lustrzane punktu

Ostatnim przeksztalceniem geometrycznym, ktére omowimy w tym rozdziale, jest odbi-
cie lustrzane punktu wzgledem prostej. Odbicie lustrzane stanowi istotne przeksztatcenie,
ktore koresponduje, np. z koncepcja chiralno$ci w chemii. Pomimo wyraznego podobien-
stwa strukturalnego, czasteczki wykazuja zroznicowane wiadciwosci fizyczne i chemiczne.
Tak jak wczedniej rozpoczniemy od przedstawienia motywacji, a nastepnie wyprowadzimy

wz6r na wspolrzedne odbicia lustrzanego punktu wzgledem zadanej prostej.

Twierdzenie 1.3.1. Niech p = (x,y) i po = (x0, yo) bedg punktami i niech [ bedzie prostg
przechodzgcg przez punkt p nachylong do poziomej osi pod kgtem a. Wowczas istnieje taki
punkt py, zZe odcinek o koricach w punktach pog © p1 jest prostopadly do prostej I, punkty
po © p1 s¢ rowno oddalone od prostej | oraz spelniona jest rownosc:

cos(2a) sin(2a)

pi=| ~(Po—p) +p. (1.3.5)
sin(2a@) —cos(2a)
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Dowdd. Niech g € [0, 7] bedzie katem utworzonym przez wierzchotki pg, p i (x9,y). Za-
uwazmy, ze trojkat utworzony przez te wierzcholki jest prostokatny. Niech y € [0, 5 + a]
bedzie katem utworzonym przez odcinek sg = pop oraz prosta [. Wowczas konstruujemy
punkt p; obracajac punkt pg wzgledem punktu p o kat +2y w taki sposéb, aby odcinek
s1 = p1p tworzyt kat y z prosta [. Zauwazmy, ze tréjkat o wierzchotkach pg, p, p1 jest
rownoramienny, a prosta [ dzieli go na dwa tréjkaty przystajace. Zatem odcinek s = pop1
przecina prosta [ pod katem prostym. Ponadto punkty pg i p1 sa réwno oddalone od
prostej L.

Przejdzmy do dowodu réwnosci . Podzielimy problem na kilka przypadkéow.
Przede wszystkim rozwazymy a > 0, gdyz dla wartoéci ujemnych dowod przebiega analo-
gicznie. Co wiecej, zaktadamy, ze kat y jest utworzony przez pdélprosta utworzona przez

punkty prostej [ niemniejsze niz p. Dowdd drugiej czesci przebiega podobnie.

Mamy:
sin (B) = IyTS;|y|
oraz:
Ponadto mamy:
sin (28) = 2 |xo — x| [yo =yl

2
|0l

oraz:

(xo —x)% = (yo — Y)Q‘
|s0/?

cos (2B) =

Przypadek 1. Niech y € [a, 5] oraz niech pg lezy pod prosta [. Wéwczas punkt pg lezy
w czwartej ¢wiartce wzgledem punktu p (por. rys.|1.6). Zatem xg > x, yo < y orazy = a+p.

Ze wzoru na obrét punktu mamy:

x1 —x = (x0 —x) - cos (2y) - (yo — y) - sin (2y)
= (xp —x) - cos (2a +2B) — (yo — y) - sin (2 + 20)
= (xp — x) - (cos (2a) cos (28) — sin (2a) sin (28))
— (yo—y) - (sin (2a) cos (2B) + cos (2) sin (28))
= cos (2a) - ((xo —x) - cos (28) = (yo — y) - sin (28))
+sin (2@) - (=(xo — x) - sin (28) — (yo — y) - cos (28))

= ﬁ - cos (2a) - ((xo — )% = (20 =0 (o = )2 + 2(x0 = X) (yo — y)2)
0

' ﬁ - sin (2) - (2(xo =x)*(vo =) = (yo = M) (xo = x)* + (yo — y)g)
0

= cos (2a) - (xg —x) +sin (2a) - (yo —y)
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oraz:

y1 =y = (x0=x)-sin(2y) + (yo - y) - cos (2y)
= (xg—x) -sin 2a + 2B) + (yo — y) - cos (2a + 28)
= (x0 — x) - (sin (2a) cos (28) + cos (2a) sin (2))
+ (yo — ) - (cos (2a) cos (28) —sin (2e) sin (28))
=sin (2a) - ((xo —x) - cos (28) = (yo — y) - sin (28))
+cos (2a) - ((xo —x) - sin (2B) + (yo — y) - cos (2B))

= ﬁ -sin (2«) - ((XO —x)3 - (x0 =x)(yo - y)2 +2(x0 — x)yo - y2)
0

* # - cos (2a) - (_Q(xo = 2)%(yo =) + (x0 = x)*(yo = ¥) = (vo - y)s)
0

=sin (2a) - (xg —x) —cos (2a) - (yo — y),

co daje réwnanie (1.3.5)).

Py

Rysunek 1.6: Uktad wspétrzednych z zaznaczong prosta [ pozytywnie nachylona do pozio-
mej osi i przechodzaca przez punkt p, ktéry tworzy z punktami pg, p1 tréjkat, zaznaczonym
punktem (xg, y) oraz oznaczonymi katami: ¢ utworzonym przez prosta [ oraz poziomg oS,
B utworzonym przez punkty pg, p, (xg,y) oraz y utworzonym przez punkty pg, p i prosta /
oraz punkty pi, p i prosta [. Punkt pg lezy w czwartej ¢wiartce uktadu wspdtrzednych
wzgledem punktu p. Punkt p; powstal przez obrét punktu pg wzgledem punktu p o kat

2y.

Przypadek 2. Niech y € [0,a] oraz niech pg lezy pod prosta I. Wowczas pg lezy
w pierwszej ¢wiartce wzgledem punktu p (por. rys.|1.7). Zatem xg > x, yo > y orazy = a—p.
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Ponownie wykorzystujac wzor na obrét punktu mamy:

x1 —x = (xp —x) - cos (2y) — (yo — y) - sin (2y)
= (x0 —x) - cos (2a = 2B) — (yo — y) - sin (2e — 2P)
= (xg — x) - (cos (2a) cos (2B) + sin (2a) sin (25))
—(yo—y) - (sin (2) cos (2B) — cos (2a) sin (28))
= cos (2a) - ((xo —x) - cos (2B) + (yo — y) - sin (283))
+sin (2a) - ((xo —x) - sin (2B) — (yo — y) - cos (2B))

) # - cos (2a) - ((XO = x)? = (x0 = x) (yo = ¥)* + 2(x0 = ) (0 - y)2)
S0

+ ﬁ -sin (2a) - (2(xo —0)2(vo = ) = (Vo — ¥) (x0 — )2 + (yo — y)3)

= cos (2a@) - (xg — x) +sin (2a) - (yo —y)

oraz:

y1—y = (xo—x)-sin(2y) + (yo —y) - cos (2y)
= (xg—x) -sin (2a — 2B) + (yo — y) - cos (2a — 2B)
= (x0 — x) - (sin (2a) cos (2B) — cos (2a) sin (25))
+ (yo —y) - (cos (2a) cos (2B) + sin (2«) sin (28))
= sin (20) - ((¥0 - x) - cos (26) + (yo - ¥) - sin (26))
+cos (2a) - (=(xo —x) - sin (2B) + (yo — y) - cos (28))

= ﬁ - sin (205) . ((XO _)C)S _ (_xo —x)(yo _ y)2 + 2(.X0 —x)yo _ y2)
0

+ ﬁ - cos (2a) - (—2(x0 —x)%(yo - y) + (x0 —x)%(yo — y) = (vo — y)s)

= sin (2a) - (xo — x) — cos (2a) - (yo — y),

co réwniez daje rownanie (|1.3.5]).
, 5 — @] oraz niech punkt pg lezy powyzej prostej [ (por.
rys. [1.8]). Wowczas rozwazamy kat —2y, poniewaz obracamy punkt p; w przeciwna strone.

Przypadek 3. Niech y € [«

Stad xg > x, yg > y oraz —2y = 2a—-2. Otrzymujemy takie same réwnania jak w przypadku
2, co zamyka ten przypadek.

Przypadek 4. Niech y € [§ — a, § + @] oraz niech pg lezy powyze]j prostej [. Wowczas
punkt pg lezy w drugiej éwiartce wzgledem punktu p (por. rys. . Stad xg <x, yo =y
oraz y = 1 —a — . Ponownie rozwazamy kat —2y, wiec —2y = 2a + 28. Otrzymujemy takie
same rownania jak w przypadku 1, co zamyka ten przypadek i koniczy dowdd.

O

Oznaczmy macierz, ktéra pojawia sie¢ w réwnaniu (1.3.5). Macierza odbicia nazy-
wamy takg funkcje Ref: R — R?*2, 7e

_|cos(2a)  sin(2a) ' (1.3.6)
sin(2a) —cos(2a)
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Rysunek 1.7: Uktad wspétrzednych z zaznaczong prosta [ pozytywnie nachylona do pozio-
mej osi i przechodzaca przez punkt p, ktéra tworzy z punktami pg, p;1 tréjkat, zaznaczonym
punktem (xg, y) oraz oznaczonymi katami: @ utworzonym przez prosta [ oraz poziomg oS,
B utworzonym przez punkty pg, p, (xg,y) oraz y utworzonym przez punkty pg, p i prosta [
oraz punkty pq, p i prosta [. Punkt pg lezy w pierwszej ¢wiartce uktadu wspdtrzednych
wzgledem punktu p ponizej prostej [. Punkt p; powstal przez obrét punktu pg wzgledem
punktu p o kat 2y.

Punkt p; jest odbiciem lustrzanym punktu pg ze wzgledu na prosta przechodzaca przez

punkt p nachylong do poziomej osi pod katem a € R, gdy spelnione jest rownanie:

p1=Ref(@) - (po—-p) +p. (1.3.7)

1.4 Wlasnosci obrotu oraz odbicia lustrzanego

Na zakoniczenie rozwazan geometrycznych przedstawimy szereg wlasnosci spetnianych
przez obroty oraz odbicia lustrzane. Zaczniemy od wynikéw dotyczacych odwzorowan Rot

oraz Ref, aby lepiej zrozumie¢ ich wplyw na badang figure geometryczna,.
Twierdzenie 1.4.1. Niech a,B € R in € Z. Wowczas:

1. Rot(a) - Rot(B) = Rot(a + B),

2. Ref(a) - Ref(B) = Rot(2a — 28),

3. Rot(a) - Ref(B) = Ref(%a +p),

4. Ref(@) - Rot(B) = Ref(a - 1p),

5. Rot" (@) = Rot(n - a),

6. Ref?(a) =1,

7. Ref? (@) = Ref(a).
Dowdod. Niech a,f € R i€ Z.
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Rysunek 1.8: Uktad wspdtrzednych z zaznaczong prosta [ pozytywnie nachylona do pozio-
mej osi i przechodzaca przez punkt p, ktéry tworzy z punktami pg, p;1 tréjkat, zaznaczonym
punktem (xg,y) oraz oznaczonymi katami: @ utworzonym przez prosta [ oraz pozioma oS,
B utworzonym przez punkty po, p, (xg,y) oraz y utworzonym przez punkty pg, p i prosta [
oraz punkty pi, p i prosta [. Punkt pg lezy w pierwszej ¢wiartce uktadu wspéirzednych
wzgledem punktu p powyzej prostej [. Punkt p; powstal przez obrét punktu pg wzgledem
punktu p o kat —2y.

1. Mamy:

—cos(a/) cos(B) —sin(a) sin(B) - cos(a) sin(B) — sin(a) cos(B)
_sin(a) cos(B) + cos(a) sin(B) —sin(a) sin(B) + cos(a@) cos(B)

Rot(a) - Rot(B)

-cos(a/ +B) —sin(a + pB)

sin(a +B) cos(a+B)

= Rot(a + B).

2. Mamy:

-cos(2a/) cos(2pB) + sin(2a) sin(2B) cos(2a) sin(28) — sin(2a) cos(2B)
_sin(2a) cos(28) — cos(2a) sin(2B) sin(2a) sin(28) + cos(2a) cos(28)

Ref(a) - Ref(B)

-cos(2af —2B) —sin(2a — 2B)
_sin(2a —-2B) cos(2a —2pB)

= Rot(2a — 20).
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Rysunek 1.9: Uktad wspétrzednych z zaznaczong prosta [ pozytywnie nachylona do pozio-
mej osi i przechodzaca przez punkt p, ktéry tworzy z punktami pg, p1 tréjkat, zaznaczonym
punktem (xg, y) oraz oznaczonymi katami: @ utworzonym przez prosta [ oraz poziomg 0S,
B utworzonym przez punkty po, p, (xg,y) oraz y utworzonym przez punkty pg, p i pro-
sta [ oraz punkty pi, p i prosta [. Punkt pg lezy w drugiej ¢wiartce uktadu wspétrzednych
wzgledem punktu p powyzej prostej [ tworzac z nig kat y < 7. Punkt p; powstal przez
obrét punktu pg wzgledem punktu p o kat —2y.

3. Mamy:

-cos(a/) cos(2B) — sin(a) sin(28) cos(a) sin(2B) + sin(a) cos(28)
_sin(a/) cos(2pB) + cos(a) sin(2B) sin(a) sin(28) — cos(a) cos(2p)

Rot(a@) - Ref(B)

—cos(oz +2B) sin(a + 28)
_sin(a/ +2B) —cos(a+2p)

—_

Ref(§a/ + ).
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4. Mamy:

-cos(2a/) cos(B) + sin(2a) sin(B) — cos(2a) sin(B) + sin(2a) cos(B)
-sin(20z) cos(B) — cos(2a) sin(B) —sin(2a) sin(B) — cos(2a) cos(B)

Ref(a) - Rot(B)

-COS(QQ’ -B) sin(2a - pB)
hsin(?af - B) —cos(2a - B)

5. Réwnoé¢ wynika bezposrednio z punktu 1. oraz z indukcji matematycznej.
6. Rowno$é wynika bezposrednio z punktu 2.

7. Réwnoé¢ wynika bezposrednio z punktéw 6.

Whniosek 1.4.2. Funkcja Rot jest przemienna wzgledem mnozenia, tj.
Rot(a@) - Rot(B) = Rot(B) - Rot(«a)
dla a, B € R.

Powyzsze formuly potwierdzaja intuicyjny wplyw obrotéow oraz odbié¢ lustrzanych na
rozwazang figure geometryczng. Sktadanie obrotéw odpowiada sumowaniu katéw, co wy-
raza kolejne rotacje figury wzgledem poczatku uktadu wspoétrzednych, przeciwnie do ruchu
wskazowek zegara, o odpowiednie katy. Natomiast sktadanie odbié¢ lustrzanych uwzgled-
nia zalezno$¢ miedzy prostymi, wzgledem ktérych dokonuje sie odbicia badanego punktu.
W efekcie otrzymujemy rotacje punktu o dwukrotnosé réznicy katéw miedzy tymi pro-
stymi. Na koniec podkreslamy przemiennos¢ dzialania rotacji, co oznacza, ze kolejno$é,
w jakiej stosujemy katy kolejnych rotacji badanego punktu, nie ma znaczenia i nie wptywa
na wynik koncowy.

Kolejne wyniki sg kluczowe dla definiowania struktur opartych na siatce heksagonalnej.
Wykazujemy w nich, ze ksztalt badanego obiektu pozostaje niezmienny zaréwno przy jego
obrocie (por. twierdzeniai, jak i przy odbiciu lustrzanym (por. twierdzenia
i. W zwiazku z tym skupimy si¢ na badaniu struktury obiektu z uwzglednieniem jego
ksztaltu, niezaleznie od konkretnych wspétrzednych w plaszczyznie. Taka analiza pozwala

ujaé wlasciwosci geometryczne obiektu w sposéb bardziej uniwersalny.

Twierdzenie 1.4.3. Niech pg i p1 bedqg réznymi punktami. Niech s bedzie odcinkiem
o koricach w po i p1. Wéwczas dlugosé odcinka s” o koricach w punktach py, i p} powstalych
przez rotacje punktéw, odpowiednio, pgy i p1, wzgledem punktu p = (x,y) o kgt @ € R, jest

rowna diugosci odcinka s.
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Dowéd. Niech p = (x,y), po = (x0,y0), p1 = (x1,y1), p{ = (x(, y() 1 py = (x],y}). Stad

(x] = x)? = ((x1 —x) cos (@) — (y1 — ¥) sin (@) — (xo — x) cos (@) + (yo — y) sin ())*
= ((x1 = x0) cos (@) = (y1 — yo) sin ())?
= (x1 —x0)* cos” (@) + (y1 — yo)*sin® (@) — 2(x1 = x0) - (y1 = yo) sin () cos (@)
oraz
(V] = ¥0)* = ((x1 = x) sin (@) + (y1 = y) cos (@) — (xg — x) sin (@) — (yo — ¥) cos ())”
= ((x1 = x0) sin (@) + (y1 — yo) cos ())*
= (x1 - x0)*sin® (@) + (y1 = y0)? cos” (@) + 2(x1 — xo) - (y1 = yo) sin (@) cos (a).

Zatem

I5'] = () = x)2 + (57 = y)2 = V0 = 20) + (1 = yo)? = Is]

O

Twierdzenie 1.4.4. Rozwazamy rézne punkty po = (x0,y0), p1 = (x1,y1) 7 p2 = (x2,y2).
Niech sy bedzie odcinkiem o koncach w punktach pg © p1 oraz niech s1 bedzie odcinkiem
o koricach w punktach py i ps. Ponadto niech si i s] bedg odcinkami o koricach, odpo-
wiednio, w punktach pg i p| oraz p| i p}, gdzie pg, p} i p5 powstaly przez obrét punktéw,
odpowiednio, po, p1 i p2, o kgt a wzgledem punktu p = (x,y). Woéwczas odcinki s{ i s}
tworzg ten sam kgt co odcinki sg © s1.
Dowdd. Wiemy z twierdzenia ze |so| = |s6| oraz |s1| = !si! Niech pj = (x(, (),
py = (x1,y)) i py = (x5,y5). Niech sg i 51 tworzg kat ¢. Wowcezas
Rot(¢) - (py — p1) + P = Rot(¢) - Rot(a) - (po — p1) + Rot(a) - (p1 —p) +p

= Rot(a) - (Rot(¢) - (po—p1) +p1—p) +p

= Rot(a) - (p2-p) +p

= P).

m]

Twierdzenie 1.4.5. Niech pg i p1 bedqg roznymi punktami. Niech s bedzie odcinkiem
o koricach w po i p1. Wowczas dlugosé odcinka s” o koricach w punktach p{ i p| powsta-
tych przez odbicie lustrzane, odpowiednio, pg i p1, wzgledem prostej | przechodzgcej przez

punkt p nachylonej do poziomej osi pod kgtem a € R, jest réwna dlugo$ci odcinka s.

Dowéd. Niech p = (x,y), po = (x0,¥0), P1 = (x1,¥1), py = (x{»¥(), P} = (x1,¥7) i [ bedzie
prosta przechodzaca przez punkt p nachylonag do poziomej osi pod katem a € R. Stad
(x] = x()* = ((x1 = x) cos (2a) + (y1 = y) sin (22) = (x0 = x) cos (2a) = (yo — y) sin (22))?

= ((x1 — x0) cos (2a) + (y1 = yo) sin (2a))?

= (x1 —x0)* cos” (2@) + (y1 — yo)? sin” (2@) + 2(x1 — x0) (y1 = yo) sin (2@) cos (2a)
oraz
() = ¥0)* = ((x1 —x) sin (2@) = (y1 = y) cos (2@) = (xo — x) sin (2a) + (yo — y) cos (22))?

= ((x1 —x0) sin (2@) — (y1 — yo) cos (2))*

= (x1 —x0)? sin® (20) + (y1 — y0)? cos? (2a) — 2(x1 — x0)(y1 — yo) sin (2) cos (2a).
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Zatem

I5'] = () = x)2 + (57 = y)2 = V01 = 20) + (1 — yo)? = Is] .

O

Twierdzenie 1.4.6. Rozwazamy rézne punkty po = (x0,y0), p1 = (x1,¥y1) 7 p2 = (x2,y2).
Niech sg bedzie odcinkiem o konicach w punktach pg © p1 oraz niech s1 bedzie odcinkiem
o koricach w punktach py i p2. Ponadto niech s{ i s} bedq odcinkami o koricach, odpowied-
nio, w punktach py, i py oraz p| i pj, gdzie p(, p| i p5 powstaly przez odbicie lustrzane
punktow, odpowiednio, po, p1 i p2, wzgledem prostej | przechodzgcej przez punkt p nachy-
lonej do poziomej osi pod kqtem a € R. Wowczas odcinki s, i s] tworzq ten sam kqt co

odcinki sg © s1.

Dowdd. Wiemy z twierdzenia ze |so| = !s’of oraz |s1| = |s’1| Niech p6 = (x[’),y{)),
py = (x1,y)) i py = (x5,y5). Niech sg i 51 tworzg kat ¢. Wowcezas

Rot(g) - (py — p1) + Py = Rot(¢) - Ref(a) - (po — p1) + Ref(@) - (p1—p) +p
= Ref(a) - (Rot(¢) - (po—p1) +p1—p) +p
=Ref(a) - (p2-p) +p
= ph.
O

Podsumowujac, przedstawione wlasnosci oraz wyniki geometryczne sa kluczowe
dla zdefiniowania struktur o ksztalcie opartym na siatce heksagonéw, z uwzglednieniem ich
ksztaltu oraz dowolnosci potozenia w uktadzie wspélrzednych. Ponadto bedziemy badali

wplyw rotacji i odbié¢ lustrzanych na ich poréwnywanie oraz agregacje.

1.5 Porzadki czeSciowe

Porzadek czes$ciowy < jest rodzajem relacji dwuargumentowej, ktora jest zwrotna,
przechodnia oraz antysymetryczna (patrz [20]). Pozwala na poréwnywanie oraz ustalanie
hierarchii elementéw w rozwazanym zbiorze, a tym samym na jego agregacje przez wyzna-
czanie takich elementéw jak element minimalny lub maksymalny, element najmniejszy lub
najwiekszy oraz infimum lub supremum. W przypadku, gdy istnieje taka relacja dla kazdej
pary elementéw rozwazanego zbioru, taki porzadek nazywamy porzadkiem liniowym.

Niech < bedzie ustalonym porzadkiem na zbiorze obiektéw A i niech Ay C A. Ele-
ment A € Ay nazywamy elementem minimalnym (maksymalnym) w Ay, gdy w Ay
nie istnieje element mniejszy (wiekszy) od A. Element A € Ay nazywamy elementem
najmniejszym (najwigkszym) w Ay, gdy jest jedynym elementem minimalnym (mak-
symalnym) w Ay. Element A € A nazywamy ograniczeniem dolnym (gérnym) zbioru
Ay, gdy dla kazdego elementu A’ € Ay spelniona jest zaleznos¢é A < A’ (odpowiednio
A’ < A). Ponadto element A € A nazywamy infimum (supremum) zbioru Ay, gdy jest
najwiekszym ograniczeniem dolnym (najmniejszym ograniczeniem gérnym) zbioru Ajp.

Ponizsze wyniki prezentujemy ze wzgledu na ich istotny wplyw na proces agrega-

cji z wykorzystaniem porzadkow. Wskazuja, ze w zaleznosci od rozwazanego porzadku
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oraz badanego zbioru, taka agregacja moze by¢ ograniczona lub nawet niemozliwa (por.
twierdzenie |1.5.2)). Z drugiej strony agregacja jest jednoznaczna, jezeli porzadek jest od-
powiednio okreslony (por. twierdzenie [1.5.1)).

Twierdzenie 1.5.1 ([20], strona 22). Jezeli infimum oraz supremum lub jedno z nich

istniejg, to sg wyznaczone jednoznacznie.

Twierdzenie 1.5.2 ([20], strona 22). Infimum (supremum) nie istnieje, gdy rozwazany
2bidr nie ma ograniczen dolnych (ograniczen gérnych) lub gdy nie istnieje najwieksze ogra-

niczenie dolne (najmniejsze ograniczenie gorne).

Przyklad 1.5.3. Niech porzqgdek < bedzie stabg nieréwnosciqg na zbiorze liczb catkowi-
tych Z. Jezeli rozwazymy A = Z, to w takim zbiorze nie istnieje ograniczenie dolne, a tym

samym nie istnieje infimum.

Twierdzenie 1.5.4 ([20], uwaga 6.11). Jezeli rozwazany porzadek jest liniowy oraz w roz-
wazanym zbiorze istnieje element najmniejszy, to element najmniejszy, element minimalny
1 infimum sqg tym samym elementem dla tego zbioru. Podobnie, jezeli w rozwaZanym zbio-
rze istnieje element najwieckszy, to element najwickszy, element maksymalny i supremum

rowniez sqg tym samym elementem dla tego zbioru.

Przyktad 1.5.5. Rozwazamy zbior A = (0,1] oraz porzgdek liniowy < bedgcy stabg nie-
rownoscig na zbiorze liczb rzeczywistych. Wowczas nie istniejg elementy minimalny @ naj-
mniejszy w tym zbiorze, gdyz dla kaidego A € A istnieje element mniejszy, np. element
A = %A. Ponadto kazdy element A” < 0 jest ograniczeniem dolnym zbioru A. Sted,
A" =0 jest najwiekszym ograniczeniem dolnym, czyli jest infimum dla zbioru A. Z drugiej
strony 1 jest elementem maksymalnym, elementem najwiekszym oraz supremum w zbiorze
A.

Podsumowujac, w omawianym podrozdziale przedstawiliSmy niezbedne aspekty zwia-
zane z czeSciowymi oraz liniowymi porzadkami na zbiorach, ktére maja istotne znacze-
nie w kluczowym aspekcie niniejszej pracy, ktérym jest poréwnywanie obiektow oraz ich
agregacja. Przedstawione przyklady pozwalaja na lepsze zrozumienie przyjetej koncepcji

oraz planowanego jej wykorzystania w dalszych rozwazaniach.
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Rozdziat 2

(Rozszerzone) ciggi binarne

2.1 Ciagi binarne

Liczby binarne sa liczbami wyrazonymi w pozycyjnym systemie liczbowym o podsta-
wie 2, czyli w systemie dwéjkowym (patrz [12]). Sa szeroko wykorzystywane w informatyce,
elektronice (patrz [34]) oraz w teorii liczb (np. liczby adyczne p). W kolejnych rozdziatach
wykorzystamy je do reprezentacji struktur o ksztalcie opartym na siatce heksagondw.

Niech n € N. Ciag B: {0,1,...,n— 1} — {0,1} nazywamy ciggiem binarnym (o
dlugosci n) i oznaczamy go:

B =bgby...by_1,

gdzie by = B(k) dla k € {0,1,...,n—1}. W przeciwienistwie do liczb binarnych, dopusz-
czamy mozliwos¢ pojawienia sie cyfry 0 na poczatkowych miejscach tego ciagu. Ponadto

przyjmujemy, ze jezeli n = 0, to ciag binarny B jest pusty i oznaczamy go:
B=0.

W literaturze pojawiaja sie rowniez inne oznaczenia pustych ciagéw, np. grecka litera €
(por. |22], strona 29). Rodzine wszystkich ciagéw binarnych oznaczamy 8. Niech B, B’ €
B, gdzie B = boby...b,1 oraz B" = byb}...b;,_, dla pewnych n,n” € N. Definiujemy
konkatenacje ciagéw binarnych BB’ jako ciag binarny B” = b({b} ... b),_,, gdzie n” =
n+n', b’ =b;dlaie€{0,1,...,n—1} oraz b;:+j = b;. dla j € {0,1,...,n" —1}.

Zamiana bitéw oraz odwrdcenie ciggu sg podstawowymi operacjami na ciggach bi-
narnych. Niech B = boby...b,-1 1 B" = b(b]...b)_, beda ciagami binarnymi o dtugo-
sci n € N. Odwzorowanie 7 dane wzorem 7(B) = B’, gdzie b} = 1 — by dla kazdego
ke€{0,1,...,n— 1}, nazywamy zamiang bitéw ciaggu B. Odwzorowanie ¢ dane wzorem
§(B) = B, gdzie b} = b1 dla kazdego k € {0,1,...,n - 1}, nazywamy odwréceniem

ciagu binarnego B. Ponadto zlozenie m = 7o ¢ nazywamy permutacja ciagu binarnego B.

Przyktad 2.1.1. Jezeli B = 00000101, to v(B) = 11111010, ¢(B) = 10100000 oraz n(B) =
01011111.

Bezposrednio z definicji funkcji 7, ¢ oraz & oraz konkatenacji wynika szereg wlasnosci,

ktore przedstawiamy bez dowodu ze wzgledu na ich prostote.

Twierdzenie 2.1.2. Prawdziwe sq¢ nastepujgce zaleznosci:
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(i) Tot =id, czyli T jest inwolucjq.
(i) ¢ o¢ =1id, czyli ¢ jest inwolucjq.
(iii) m = ¢ ot, czyli zlozenie funkcji T oraz ¢ jest przemienne i daje 7.
(iv) mos =1 =¢om, czyli zlozenie funkcji ¢ oraz m jest przemienne i daje 7.
(v) motT =¢ =71onm, czyli zloZenie funkcji T oraz r jest przemienne i daje .
Twierdzenie 2.1.3. Jezeli B, B’ € B, to:
(i) T(BB') = T(B)(B),
(i) s(BB’) = ¢(B')s(B),
(iii) n(BB’) = n(B")n(B),

Uwaga 2.1.4. W podrozdziatach[B.1},[B.3 oraz[B.3 przedstawiamy implementacje w jezyku

Python funkcji, odpowiednio, T, ¢ oraz .

2.2 Rozszerzenie pojecia ciggu binarnego

Rozszerzamy pojecie ciagu binarnego o mozliwo$¢ wtracenia w ciagg binarny kolej-
nego ciggu binarnego. Pozwoli nam to na utworzenie drzewa ternarnego, w ktérym liscie
sg ciggami binarnymi, co wykorzystamy bezposérednio w reprezentacji ztozonych graféw
o ksztalcie opartym na siatce heksagonow. Takie podejscie wymaga wykorzystania w defi-
nicjach oraz w dowodach indukcji strukturalnej (patrz [22]). W informatyce istnieje wiele
struktur zdefiniowanych w taki sposéb, np. palindromy (patrz [22], sekcja 5.1.1) lub drzewa
binarne (patrz [6], sekcja B.5.3).

Definicja 2.2.1. Rozszerzone ciggi binarne definiujemy nastepujgco:

Przypadek bazowy: Jezeli B1,Bs oraz Bs sq ciggami binarnymi, to tréjka (B, Be, B3)

jest rozszerzonym ciggiem binarnym.

Krok indukcyjny: Trdjka (Bi,Es, E3) jest rozszerzonym ciggiem binarnym, gdy

B jest ciggiem binarnym oraz spelniony jest jeden z nastepujgcych warunkow:
o E5 jest ciggiem binarnym oraz Es jest rozszerzonym ciggiem binarnym,
o E5 jest rozszerzonym ciggiem binarnym oraz Es3 jest ciggiem binarnym,
e Ey oraz Es sq rozszerzonymi ciggami binarnymi.

Przyktad 2.2.2. Jezeli By = 001, By = 010 oraz B3 = 000, to (B1, B2, B3) = (001,010, 000)

jest rozszerzonym ciggiem binarnym.

Przyklad 2.2.3. Jeieli By = 110, Es = (01,11,01) oraz E5 = (011,100,101), to
(B1,Es, E3) = (110, (01,11,01), (011, 100, 101)) jest rozszerzonym ciggiem binarnym.
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Rozszerzony ciag binarny E = (B, E9, E3) przedstawiamy tez nastepujaco:

E = B1(E3)Es.

Przyktad 2.2.4. Jezeli By = 001, Bs = 010 oraz Bs = 000, to B1(B2)Bs = 001(010)000

jest rozszerzonym ciggiem binarnym.

Przyktad 2.2.5. Jezeli By = 110, E5 = 01(11)01 oraz E3 = 011(100)101, to B1(E2)E3 =
110(01(11)01)011(100)101 jest rozszerzonym ciggiem binarnym.

Ciagi B1, E5 oraz Es nazywamy podciggami rozszerzonego ciggu binarnego E. Ro-
dzine wszystkich ciagéw binarnych oraz rozszerzonych ciggéw binarnych oznaczamy &.

Niech B € 8 oraz niech E\ 8 > E = (B, E2, E3). Zlozonoscia ciagéw binarnych
oraz rozszerzonych ciagéow binarnych nazywamy odwzorowanie w: & — N, ktére definiu-

jemy rekurencyjnie:
e w(B)=1,
* w(E) = w(E2) + w(E3).

Rozszerzony cigg binarny E jest skonczony, gdy w(E) <co. W niniejszej dysertacji roz-

wazamy wylacznie skonczone rozszerzone ciaggi binarne.

Przyktad 2.2.6. Rozwazamy rozszerzony cigg binarny E = 110(01(11)01)011(100)101.

Wéwczas

w(E) = w(110(01(11)01)011(100)101)
= w(01(11)01) + w(011(100)101)
= w(11) + w(01) + w(100) + w(101)
=4.

Bezposrednio z definicji ztozonosci ciagdéw binarnych oraz rozszerzonych ciggdéw binar-

nych otrzymujemy nastepujace wlasnodci:

Whniosek 2.2.7. Jezeli E\ B 3 E = (B1,E2, E3), to w(E) > 1, w(E) > w(E2) oraz w(E) >
w(E3).

Mierzenie ztozonosci rozszerzonych ciggdéw binarnych bedzie miato dla nas kluczowe
znaczenie w badaniu wlasnoéci tych ciagdw okreslonych rekurencyjnie.

Rozwijamy pojecie konkatenacji ciagéw binarnych o rozszerzone ciaggi binarne. Je-
zeli B, B}, B), B} € B, to konkatenacja ciagu binarnego B oraz rozszerzonego ciagu bi-
narnego E’ = B|(B))B; nazywamy rozszerzony ciag binarny (BB, B}, B}) i oznaczamy
go BE’ = BB} (B))Bj. Z drugiej strony konkatenacja rozszerzonego ciggu binarnego E’
oraz ciggu binarnego B nazywamy rozszerzony ciag binarny (B, B, B5B) i oznaczamy go
E’'B = B} (B))B;B. Rozwijamy te definicj¢ o dowolne rozszerzone ciagi binarne z wykorzy-

staniem indukcji strukturalnej. Jezeli B’ € 8 oraz E = (B, E3, E3) € &, to konkatenacja
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rozszerzonego ciggu binarnego E oraz ciggu binarnego B’ nazywamy rozszerzony ciag bi-
narny (Bl,EQ,EgB,) i oznaczamy go EB’ = Bl(Eg)EgB'. Jezeli E = (Bl,EQ,Eg) e &
oraz E’ € &, to konkatenacjg rozszerzonych ciagéw binarnych E oraz E’ nazywamy roz-

szerzony ciag binarny (Bj, E9, E3E’) i oznaczamy go EE’ = B1(E2)E3E’.

Przyklad 2.2.8. Jezeli By = 110, Ey = 01(11)01 oraz E5 = 011(100)101, to BiEs =
11001(11)01 oraz E5E3 = 01(11)01011(100)101.

Okreslanie zlozonosci potaczonych ciagdéw binarnych oraz rozszerzonych ciagéw binar-
nych prowadzi do nastepujacych wynikéw, ktore przedstawiamy bez dowodu ze wzgledu

na ich prostote:
Whiosek 2.2.9. Jezeli Be B oraz E € &, to w(BE) = w(E) = w(EB).
Whiosek 2.2.10. JezZeli E,E’ € &, to w(EE’) = w(E) + w(E’) — 1.

Przyktad 2.2.11. Jezeli By = 110, E5 = 01(11)01 oraz E5 = 011(100)101, to w(B1E2) =
2 =w(Esy), w(E3) =2 oraz
w(EsE3) = w(01(11)01011(100)101)

= w(11) + w(01011(100)101)

=1+ w(100) + w(101)

=3

= a)(EQ) + a)(Eg) - 1.

Pozostato okresli¢ réwnoéé dwoch rozszerzonych ciggdéw binarnych. Definicje przedsta-

wimy z zachowaniem $cistoéci formalnej, stosujac indukcje strukturalng. Réwnosé dwéch

rozszerzonych ciagéw binarnych bedzie wynikala z réwnosci ich sktadnikéow. W uwa-

dze [2.2.12| prezentujemy najprostszy taki przypadek.

Uwaga 2.2.12. Niech By, B2, B3, B}, B;, B; € 8. Wéwczas nastepujgce warunki sq réwno-

wazne:
e B10By = B10B), oraz B11B3 = B|1B;j,
e By =B/, By = B, oraz B3 = Bj.
Dowéd. Niech By, B2, B3, B}, B), B}, beda ciggami binarnymi o dtugosciach, odpowiednio,
ni, ng, n3, ny, ny,ng € N,

Jezeli ny < nf, to b}, = 1 oraz b} , = 2 dla pewnego i € [ny,n] — 2], sprzecznos¢. Zatem
ny = nl, ny = ny oraz ng = ny. Stad By = B}, By = B), oraz B3 = Bj. Dow6d w druga strong

jest oczywisty. O

Definicja 2.2.13. Niech B1,B| € B i E3,E3,E},E; € & oraz niech E = (By, Es, E3)
i E' = (B|,E} E}) bedg rozszerzonymi ciggami binarnymi. Definiujemy rekurencyjnie

zaleznos$é¢ E = E’.
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Przypadek bazowy: Jezieli Es, E3, Ej oraz E; sq ciggami binarnymi, to E = E’
wtedy i tylko wtedy, gdy By = B}, E2 = E}, oraz E3 = Ej.

Krok indukcyjny: RozwaZamy nastepujgce przypadki:
o Es i Ef sq ciggami binarnymi oraz E3 i E} sq rozszerzonymi ciggami binarnymi,
o Es i Ei sq rozszerzonymi ciggami binarnymi oraz E3 i E} sq ciggami binarnymi,
o Es, E}, E3 oraz Ej sq rozszerzonymi ciggami binarnymi.

W kazdym przypadku korzystamy z tego samego podejscia, tj. E = E’ wtedy i tylko wtedy,
gdy By = B, E2 = E}, oraz E3 = Ej.

Bezposrednio z definicji ztozonosci zwyklych oraz rozszerzonych ciagdéw binarny

oraz z definicji rownosci rozszerzonych ciggdéw binarnych wynika nastepujacy fakt:
Whiosek 2.2.14. Niech E,E’ € &. Jezeli w(E) # w(E’), to E # E’.

Ponadto E interpretujemy jako pare B10Es oraz B11Es3, ktora nazywamy sktadowymi
rozszerzonego ciagu binarnego E. Taka interpretacja bedzie miala uzasadnienie w repre-
zentacji rozwazanych graféw, gdzie kazda sktadowa bedzie reprezentowala jeden z dwdéch
podgraféw badanej struktury, a 0 i 1 odpowiadajg katom, odpowiednio, lewostronnym

oraz prawostronnym.

Uwaga 2.2.15. W podrozdziale przedstawiamy wdrozenie w jezyku Python rozsze-
rzonych ciggéw binarnych. W implementacjach oraz [B.4.4 wdrazamy zwracanie,
odpowiednio, podciggow oraz sktadowych z rozszerzonych ciggow binarnych. Ponadto w im-
plementacji [B.4.5 przedstawiamy wdrozenie w jezyku Python funkcji w dla rozszerzonych

ciggow binarnych.

2.3 Rozszerzony cigg binarny jako drzewo ternarne

Zauwazmy, ze rozszerzony cigg binarny ma strukture drzewa ternarnego, gdzie we-
zly sa ciagami binarnymi lub rozszerzonymi ciggami binarnymi, przy czym kazdy wezet
bedacy ciaggiem binarnym nie ma dzieci oraz kazdy wezel bedacy rozszerzonym ciagiem
binarnym ma dokladnie troje dzieci (patrz ,Ternary search tries” w [42], strona 746).
Wéwcezas mozemy iterowaé po kolejnych ciagach binarnych oraz rozszerzonych ciagach bi-
narnych dla danego rozszerzonego ciagu binarnego. Niech Cy bedzie rozszerzonym ciagiem
binarnym i niech odwzorowanie «: Ny — N bedzie dane wzorem:

2i

K(l) =3- {3

+1. (2.3.1)

Rozwazamy taka sekwencje C = (C;);er ciagéw binarnych i rozszerzonych ciggéw binarnych

oraz taki zbior indekséw I C Ny, ze:
e jezelii € I spelnia i mod 3 =1, to C; jest ciagiem binarnym,
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e jezeli C; jest rozszerzonym ciagiem binarnym dla i € I, tj. postaci:

Ci = Ci) (Cue(i)+1) Cc(iy+25

oraz

{k(@), k() + 1, k(@) +2} Cc I
Sekwencje C nazywamy rozwinieciem rozszerzonego ciagu binarnego Cjy.

Przyklad 2.3.1. Na rysunku[2.1] przedstawilismy rozwiniecie rozszerzonego ciggu binar-

nego Eg w postaci drzewa ternarnego danego wzorem:
Eo = B1(B4(B10(E11)E12) B13(E14)E15) B7(B16(E17) E18) B19(E20) E21.

By (By (Bio (Ev1) Ev2) Bz (E14) Eis) By (Bie (Ev7) Evs) Big (Eao) Eo

/\

By By (B1o (Er1) Fi2) Bis (Ev4) Ens By (Big (E17) Eig) Big (Eag) Ean

By  Bio(Ev1) Bia Biz(Ew) Eis By Big(Ehr) Eigs  Big (Ea) Eay

/IN/ZIN O /IN /1IN

Biy B Evg Big Eig Eip Big E17 E1g  Big Eyo Eoq

Rysunek 2.1: Drzewo ternarne o korzeniu bedacym rozszerzonym ciggiem binarnym
Eo = B1(B4(B10(E11)E12)B13(E14) E15) B7(B16(E17) E18) B19(E20) E21, ktérego dzietmi sa
By, Ey = B4(Bio(E11)E12)B13(E14)E15 1 E3 = B7(Bi6(E17)E18)B19(E20)E21. Ciagi By,
Es = Bio(E11)E12 i E¢ = Bi13(E14)E15 sa dzieémi Ey oraz By, Es = Big(Ei7)Es
i Eg = Blg(EQ())EQl Sq dzieémi E3. Ci@gi BlO, E11 i E12 jsta} dzieémi E5, ci@gi B13, E14
i E15 sa dzie¢mi Eg, ciagi Big, E17 i E18 sa dzieémi Eg oraz ciagi Big, Eog, i E21 sa dzieé¢mi
Ey.

Przyktad 2.3.2. Ponizsza sekwencja ciggow jest rozwinieciem rozszerzonego ciggu binar-
nego 00(110(000(001)010)011(100)101)01(10)11 (por. rys.[2.9):

« Co = 00(110(000(001)010)011(100)101)01(10)11,
« C1 =00,

« Cy =110(000(001)010)011(100)101,

e C3=01(10)11,

. Cy =110,

« C5 =000(001)010,

« Cg=011(100)101,

« Cr =01,
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. Cs=10,

. Cy=11,
« Cyo = 000,
e Cy1 =001,
e Cio =010,
e Cy3 =011,
e Cy4 =100,
e Cp5 = 101.

Cigg Cy jest rozszerzonym ciggiem binarnym oraz k(0) = 1, zatem istniejq ciggi o indek-
sach 1, 2 i 3. Ciggi Cy i Cs sqg rozszerzonymi ciggami binarnymi oraz k(2) =4 1 k(3) =7
wiec istniejg ciggi o indeksach 4,5 16 oraz 7, 8 19. Ciggi Cs i Cg réwniez sqg rozszerzonymi
ciggami binarnymi oraz k(5) = 10 i x(6) = 13, wiec istniejg ciggi o indeksach 10, 11 ¢ 12
oraz 13, 14 ¢ 15.

00(110(000(001)010)011(100)101)01(10)11

/\

00 110 (000(001)010) 011(100)101 01(10)11
110 000(001)010 011(1

/N /N

000 001 010 011 100 101

Rysunek 2.2: Drzewo ternarne przedstawiajace rozwiniecie rozszerzonego ciagu binarnego
00(110(000(001)010)011(100)101)01(10)11.

Poprawno$é definicji oraz intuicyjne zrozumienie rozwiniecia rozszerzonego ciaggu bi-
narnego przedstawimy przez badanie wlasnosci jego indekséw, co pozwoli jednocze$nie
na Scisty analize oraz przystepne wyjasnienie charakterystyki tego ciagu. Gtéwnym celem
jest wykazanie, dla jakich argumentow funkcja « jest réznowartosciowa. Dzieki temu uzy-
skamy gwarancje, ze rozwazany indeks nie powtérzy sie w kolejnych wierzchotkach drzewa.

Bezposrednio z definicji rozwiniecia rozszerzonego ciagu otrzymujemy nastepujacy wynik:
Twierdzenie 2.3.3. Jezeli E; jest rozszerzonym ciggiem binarnym, to i mod 3 # 1.

Przechodzimy do wskazania argumentéw, dla ktérych odwzorowanie « jest réznowarto-
Sciowe. Dowdd podzielimy na czesci, aby zachowaé¢ przejrzystoéé. Dzieki monotonicznosci

funkcji podloga otrzymujemy nastepujacy rezultat:

Twierdzenie 2.3.4. Odwzorowanie k dane wzorem jest niemalejgce.
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Lemat 2.3.5. Niech n € Z. Jezelin mod 3 # 1, to |_2?"J = [%J

Dowdd. Jezeli istnieje takie k € Z, ze n = 3k, to

1 6k 2n
= \‘2k+§‘| = |_2kJ = \\?J = \‘g- .

2n+1 _ 6k +1
3 | | 3

Jezeli istnieje takie k € Z, ze n = 3k + 2, to

2k+§ = 2k+é—L =
3 3

2n+1
3

6k+5|
3 =

6k+4| |2n
3 = .

O

W twierdzeniu [2.3.6| pokazujemy zaleznosé¢ indekséw miedzy rodzicem oraz jego dzieémi

w rozwinigciu rozszerzonego ciagu binarnego z wykorzystaniem funkcji .
Twierdzenie 2.3.6. Niech i € Ng. Wowczas:

(i) jezelii mod 3 =0, to k(i +2) = k(i) + 3,

(ii) jezelii mod 3 =2, to k(i +1) = k(i) + 3.
Dowdd. Jezeli istnieje takie j € Z, ze i = 3j, to

2. 3j

K(i)=3{ J+1:6j+1

oraz, na podstawie lematu [2.3.5

K(i+2):3-{WJ+1:3.{L;*_l+1J+1:3.{2'3J‘J+3+1:6j+4.
Jezeli istnieje takie j € Z, ze i = 3j + 2, to, ponownie na podstawie lematu [2.3.5]
K(D:3-{WJ+1:6]'+4
oraz
K(i+1)=3-{@J+1:3-(2j+2)+1:6j+7.

O

W twierdzeniu [2.3.7] pokazujemy, ze « jest réznowartosciowa dla takich indekséw roz-
winiecia rozszerzonego ciggu binarnego, w ktoérych moze sie pojawié rozszerzony ciag bi-
narny, co potwierdza poprawnosé konstrukcji rozwiniecia rozszerzonego ciagu binarnego,

zapewniajac niepowtarzajace sie indeksy podciagdw.

Twierdzenie 2.3.7. Odwzorowanie k dane wzorem jest roznowartosciowe dla ta-
kichi € N, Zei mod 3 # 1.

Dowdd. Niech i,i” € N spelniaja i mod 3 # 1 oraz i’ mod 3 # 1. Wowczas (i) = «(i")
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie n € N, ze

./

2i i
n§§<n+1 oraz n$?<n+1,
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co jest rownowazne

3n<'<3n+3 3n<_<3n+3
—_— T —_— .
2_1 oraz 2_1 5

Jezeli n = 2k dla pewnego k € N, to
3k <i<3k+15 oraz 3k <i'<3k+1.5,

tj. i,i’ € {3k,3k + 1}. Warto$¢ argumentow i i i’ nie przystaje do 1 modulo 3, wiec i =i’.

Jezeli n = 2k + 1 dla pewnego k € N, to
3k+15<i<3k+3 oraz 3k+15<i <3k+3,
tj. i,i’ € {3k + 2}, czylii =17'. m|

Nastepnie przedstawimy kilka interesujacych, naszym zdaniem, wynikéw pokazujacych
strukture indekséw rozwiniecia rozszerzonego ciagu binarnego. W lemacie prezentu-
jemy obserwacje dotyczaca obrazu zbioru kolejnych indekséw ze wzgledu na funkcje «,
aby nastepnie w twierdzeniu przedstawi¢ wzor na indeksy podciagdéw w okreslonym

poddrzewie analizowanego drzewa.

Lemat 2.3.8. Niech i,i’ € Ny. Jezelii <i’ spetniajg i mod 3 # 1 7i’ mod 3 #1 oraz
I={je{i,i+1,...,i'}: j mod 3 # 1},
to
{k(@)+s:i€el,s€{0,1,2}}={M,M+1,...,M'}, (2.3.2)
gdzie M = k(i) oraz M’ = (i) + 2.
Dowdd. Dowdd przeprowadzimy z wykorzystaniem indukcji matematycznej ze wzgledu

na réznice miedzy i ii’.

Przypadek bazowy: Jezeli i’ —i =0, to I = {i} oraz
{k(i)+s:iel,s €{0,1,2}} = {k(i), k(i) + 1, k(i) + 2}.

Zalozenie indukcyjne: Zalézmy, ze i’ —i >0 oraz, ze spelnione jest réwnanie ([2.3.2)).

Krok indukcyjny: Jezeli i/ mod 3 = 0, to kolejnym indeksem jest i’ + 2 i wow-
czas I' = T U {i’ + 2}. Jezeli i’ mod 3 = 2, to kolejnym indeksem jest i’ + 1 i wowczas
I’ = T'U {i’ + 1}. Na mocy twierdzenia [2.3.6| oraz na podstawie zalozenia indukcyjnego,
dla obu przypadkéw mamy:
{k(@)+s:i€el',s €{0,1,2}} =

={k()+s:ie€el,s €{0,1,2}} U{k(i" +j), k(@ +j)+ 1, k(i +j)+2}

={k(@), k() +1,..., k(") + 2} U {k(@’ + ), k(@ +j)+ 1, k(@' +j) +2} (2.3.3)

={k(@), k(@) +1,...,k(@") + 2} U {x(@) + 3,«x(i") + 4, k(i) + 5}

={k(i), k(@) +1,...,k(") + 5},

gdzie j € {1, 2}. m|
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Twierdzenie 2.3.9. Niech i € Ny 7 niech C bedzie rozwinieciem pewnego 10zszerzonego
citggu binarnego. Jezeli E; € C jest rozszerzonym ciggiem binarnym, to indeksy ciggow
binarnych i rozszerzonych ciggow binarnych w poddrzewie o korzeniu w E; naleZg do zbio-

row:
16, M) = 2" - (k) +2) = 2,2 - (k(i) +2) = 1,..., 2™ - (k(i) + 5) - 3}, (2.3.4)
gdzie M jest dowolng nieujemnq liczbg catkowitq.

Dowdd. Dowdd przeprowadzimy wykorzystujac indukcje matematyczna ze wzgledu na M.
Niech i € Np, niech sekwencja C = (C;);e; bedzie rozwinieciem rozszerzonego ciagu bi-
narnego E i niech E; bedzie rozszerzonym ciagiem binarnym dla i € I. Jezeli M = 0, to,
z definicji odwzorowania k, rozwazamy wspolczynniki dzieci rozszerzonego ciaggu binarnego
E;:

1(,0) = {(), k(D) + 1, k(@) + 2} = {2 - (k (i) +2) = 2,2 - (k (i) +2) = 1,2° - (x(i) + 2)},

Przypusémy, ze réwnanie (2.3.4)) jest spelnione dla pewnego M € N. Jezeli istnieje rozsze-
rzony cigg binarny o indeksie j = 2M . (k(i) +2) — 1, to

2-(2M - (k(i)) +2) - 1)
3

K(j)zzﬂ J+1=2M+1-(K(i)+2)—2.

Podobnie dla ostatniego indeksu j’ = 2M . 3([%] + 2) — 3 przedzialu z tezy powiekszonego

o 2 celem otrzymania indeksu trzeciego ciagu binarnego lub rozszerzonego ciagu binarnego

2i
= +2]-3.

Na mocy wniosku odwzorowanie k jest niemalejace, wiec «(j) oraz «x(j') + 2 sa

dla rozszerzonego ciagu binarnego o tym indeksie:

[2(21‘4-3([

[\

k(j')+2=3 )29

+1+2=2M+1-3(

o ||

skrajnymi warto$ciami nowego przedziatu. Na mocy lematu [2.3.8 obraz kolejnych indekséw
z danego przedziatu daje ciag kolejnych liczb, gdzie najmniejsza jest obraz najmniejszego

indeksu, a najwigksza jest obraz najwigkszego indeksu powiekszonego o 2. Stad

244

O

%J+1)—1,...,2M“-3(

2i

I(,M +1) = {2M+1 -3( 3

+1)—2,2M+1-3(

Przyktad 2.3.10. Niech Eg bedzie rozszerzonym ciggiem binarnym. Przyjmujemy jego
iteracje zgodnie ze wzorem . Woéwczas (por. rys.

1(0,0) = {1,2,3},

1(0,1) = {4,5,...,9},
1(0,2) = {10,11,...,21},
1(0,3) = {22,23,...,45},
1(0,4) = {46,47,...,93}.
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Ponadto
1(2,0) = {4,5, 6},
1(2,1) ={10,11,...,15},
1(2,2) = {22,23,...,33},
1(2,3) = {46,47,...,69}.
oraz
1(3,0) = {7,8,9},
1(3,1) ={16,17,...,21},
1(3,2) = {34,35,...,45},
1(3,3) ={70,71,...,93}.

Bezposrednio z twierdzenia[2.3.9|otrzymujemy nastepujacy rekurencyjny wzor na zbior

indekséw kolejnych dzieci w badanym drzewie ternarnym:

Whiosek 2.3.11. Jezelii mod 3 # 1 dla i € Ny, to dla kazdego M € Ny mamy:
IG,M+1)=1(«(i)+1,M) U I(x(i) + 2, M).

Na zakonczenie podrozdziatu przedstawiamy wzor na zlozono$é rozwazanego rozsze-
rzonego ciggu binarnego z wykorzystaniem jego rozwiniecia. Intuicyjnie wystarczy zliczy¢
ciagi binarne o indeksach, ktére nie sa przystajace do 1 modulo 3. Dzieki temu mozemy
szybko obliczy¢ te ztozonos¢ na podstawie wizualnej prezentacji rozszerzonego ciagu bi-

narnego.

Whniosek 2.3.12. Jezeli (C;)ieq jest rozwinieciem Eg € &, to
w(Eg) =|{C;:i€l, imod 3#1, w(C;)=1}. (2.3.5)

Dowdd. Niech Eg € & i niech (Ci)icy bedzie rozwinieciem Ep. Dowod przeprowadzimy
z wykorzystaniem indukcji strukturalnej ze wzgledu na ztozonosé Ej.

Przypadek bazowy: Jezeli w(Ep) = 1, to Eg jest ciagiem binarnym. Stad
C = {Eo},
co daje

{Ci:iel, imod3#1, w(C) =1} =|{Co}| = 1.

Zalozenie indukcyjne: Niech w(FE) = n dla pewnego takiego n € N, ze n> 1. Zakladamy,
ze réwnanie jest spelnione dla takich F € &, ze w(F) <w(E) = n.

Krok indukcyjny: Jezeli Ey = B1(E2)Es, to w(Ey) = w(E2) + w(E3). Na podstawie
wniosku istniejg takie zbiory indeksdw:

I ={I(k(0)+1,M): M e Nog} N1

oraz.:
Is = {I(k(0) + 2, M): M € No} N 1,

47



ze I = I, U I3 U {0, 1}. Na mocy zalozenia indukcyjnego mamy:
w(E2) =|{C;:i€ly, i mod 3 #1, w(C;) =1}
oraz:
w(E3) =|{C;:iel3 i mod 3 #1, w(C;) =1}|.
Ponadto Cy = Ey nie jest ciggiem binarnym, wiec

w(E) = w(E2) + w(E3)
=|{Ci:i€l, imod 3#1, w(C;)) =1} +|{Ci:i€ls, imod 3#1, w(C;) =1}
=|{C;i:ie€laUls, i mod 3# 1, w(C;) =1}
=|{C;:iel, imod 3 #1, w(C;) =1}

Przyktad 2.3.13. Rozwazamy rozszerzony cigg binarny:
E =00(110(000(001)010)011(100)101)01(10)11.

Wowczas
w(00(110(000(001)010)011(100)101)01(10)11) =
= w(110(000(001)010)011(100)101) + w(01(10)11)
= w(000(001)010) + w(011(100)101) + w(10) + w(11)
= w(001) + w(010) + w(100) + w(101) + 2
=6.
Elementy rozwiniecia rozszerzonego ciggu binarnego E o indeksach 8, 9, 11, 12, 14 4 15

sq ciggami binarnymi (por. rys. . Rownanie jest spetnione, poniewaz sq to

wszystkie indeksy, ktore nie przystaje do 1 modulo 3 @ sq ciggami binarnyms.

2.4 Operacje na rozszerzonych ciggach binarnych

W niniejszym podrozdziale rozszerzymy pojecia zamiany bitoéw, odwrdcenia ciagu
oraz permutacji na rozszerzone ciagi binarne. Zaproponowane wzory zachowuja wlasnosci
przedstawione dla ciagéw binarnych (tj. okresowosé wzgledem iteracji). Ponadto pozwalaja
na otrzymanie alternatywnych reprezentacji heksastruktu o ksztalcie opartym na siatce
heksagonow, co przedstawiamy w dalszej czesci pracy.

Niech E = Bj(E2)E3 bedzie rozszerzonym ciagiem binarnym. Rozszerzamy pojecie
zamiany bitow w ciaggu binarnym 7 na zamiane bitow w rozszerzonym ciggu binarnym,

definiowana wzorem rekurencyjnym:
7(E) = 7(B1)(1(E3))7T(E2).

Ponadto rozszerzamy pojecie odwrécenia ciaggu binarnego ¢ na rozszerzone ciagi binarne,

definiowang wzorem rekurencyjnym:
S(E) = ¢(E3)(7(E2))s(B).
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Na koncu rozszerzamy operacje permutacji ciagow binarnych m na rozszerzone ciagi bi-
narne wzorem:

T=¢oT.
Przyktad 2.4.1. RozwazZamy rozszerzony cigg binarny E = 001(010)000. Wowczas
7(E) = 7(001)(7(000))r(010) = 110(111)101,

s(E) = ¢(000)(7(010))s(001) = 000(101)100

oraz
7(E) = ¢(1(E)) = ¢(110(111)101) = ¢(101)(7(111))¢(110) = 101(000)011.

Przyktad 2.4.2. Rozwazamy rozszerzony cigg binarny E = 110(01(11)01)011(100)101.

Wowczas
7(E) = 7(110)(7(011(100)101))7(01(11)01)
= 001(7(011)(7(101))7(100))7(01)(7(01))7(11)
=001(100(010)011)10(10)00,

¢(E) = ¢(011(100)101)(7(01(11)01))¢(110)
= ¢(101)(7(100))s(011)(r(01)(7(01))T(11))011
=101(011)110(10(10)00)011,

oraz

n(E) = ¢(7(E))
= ¢(001(100(010)011)10(10)00)
= ¢(10(10)00)(7(100(010)011))s(001)
= ¢(00)(7(10))s(10)(7(100)(7(011))7(010))100
=00(01)01(011(100)101)100.

Bezposrednio z definicji 7 otrzymujemy wzoér rekurencyjny przedstawiony w twierdze-

niu Mimo jego prostoty wyznaczenie obrazu badanego rozszerzonego ciagu binarnego

moze stanowi¢ wyzwanie, co pokazujemy w dalszej czeéci tego podrozdziatu (por. przy-

klad B-4.11).

Twierdzenie 2.4.3. Jezeli E = Bi(E2)Es jest rozszerzonym ciggiem binarnym, gdzie
Bi € B oraz E5,E5 € &, to
7(E) = n(E)(Es)x(By). (2.4.6)

Dowdd. Niech E = B1(E2)Es, gdzie By € B oraz Es, E5 € &. Wowczas
n(E) = ¢(t(B1(E2)E3))
= ¢(1(B1)(7(E3))T(E2))
= (r(E2))(r? (Es))s(2(B1)

= n(E2)(E3)n(B1).
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Odwzorowania 7, ¢ oraz m spelniaja szereg istotnych wlasnosci, ktore wykorzystamy

w dalszej czesci pracy. Inwolucja T wynika bezposérednio z definicji.

Twierdzenie 2.4.4. Odwzorowanie T jest inwolucjg, tzn. T ot = id.

Przyklad 2.4.5. Jezeli E = 100(01(11)01)011(100)101, to

7(E) = 7(100)(7(011(100)101))7(01(11)01)
= 011((011)(+(101))7(100))7(01) (r(01))(11)
= 011(100(010)011)10(10)00

oraz

@ (E) = 7(011(100(010)011)10(10)00)
7(011)(7(10(10)00))7(100(010)011)
100(7(10)(7(00))7(10))7(100)(7(011))7(010)
=100(01(11)01)011(100)101

=FE.

Inwolucje ¢ wykazujemy indukcja strukturalng wzgledem dzieci trzeciego podciagu

rozwazanego ciaggu binarnego.
Twierdzenie 2.4.6. Odwzorowanie ¢ jest inwolucjg, tzn. ¢ o ¢ = id.

Dowdd. Niech E = Bi(E2)Es bedzie rozszerzonym ciagiem binarnym, gdzie B; € B
oraz Eo,E3 € &. Dowdd przeprowadzimy z wykorzystaniem indukcji strukturalnej ze

wzgledu na ztozonosé Es.
Przypadek bazowy: Jezeli w(Es) =1, to Ej3 jest ciagiem binarnym, a stad

¢P(E) = ¢(¢(E3)(t(E2))s(B1))
= ¢ (B)(r? (B2))¢? (Ey)
= B1(E2)E3
=F.

(2.4.7)

Zalozenie indukcyjne: Niech E3 bedzie rozszerzonym ciggiem binarnym o zlozonosci
n € N i niech (C;);c; bedzie rozwinieciem E3z. Zakladamy, ze ¢(?(F) = F dla wszystkich

rozszerzonych ciagéw binarnych o zlozono$ci mniejszej niz n.

Krok indukcyjny: Z definicji rozwiniecia rozszerzonego ciggu binarnego E3 = C1(C2)Cs.

Na mocy wniosku ciag C3 jest zlozono$ci mniejszej niz ciag E3. Zatem, na mocy
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zalozenia indukcyjnego, mamy:

¢P(E) = ¢(s(E3)(t(E2))s(B1))
= ¢(s(C1(C2)C3)(7(E2))s(B1))
= ¢(5(C3)(1(C2))s(C1)(T(E2))s (B))
= ¢ ((C1) (T(E2))s(BD) (r2(C2) )¢ (Cy)
= ¢ (B) (7P (B2) )¢ (C(CCs
= B1(E2)C1(C2)C3
= B1(E2)E3
=FE.

Przyklad 2.4.7. Jezeli E = 000(001(010)100)011(110)101, to

¢(E) =¢(011(110)101)(7(001(010)100))s(000)
=¢(101)(7(110))s(011)(7(001)(7(100))7(010))000
=101(001)110(110(011)101)000
oraz
¢ (E) = ¢(101(001)110(110(011)101)000)
= ¢(110(110(011)101)000)(7(001))s(101)
= ¢(000)(7(110(011)101))¢(110)(110)101
= 000(7(110)(7(101))7(011))011(110)101
=000(001(010)100)011(110)101
=F.
Dowdéd okresowosci m wzgledem iteracji poprzedzamy lematem, w ktérym pokazujemy,

ze wielokrotne zlozenie odwzorowania m prowadzi do otrzymania rozszerzonego ciagu bi-

narnego z przestawionymi sktadowymi.
Lemat 2.4.8. Jezeli E,E’ i E” sq rozszerzonymi ciggami binarnymi, to
7 @E)(r(E)(E")E") = n(E")(E")E.
Dowdd. Niech E,E’ i E” beda rozszerzonymi ciggami binarnymi. Dowdd przeprowadzimy
z wykorzystaniem indukcji strukturalnej ze wzgledu na ztozonos¢ ciggu E.
Przypadek bazowy: Jezeli w(E) = 1, to E jest ciaggiem binarnym, to
n(n(E)(E")E") =n(E")(E")E.

Zalozenie indukcyjne: Niech w(E) = n dla pewnego n € N, niech (Cj);e; bedzie roz-
winieciem rozszerzonego ciggu binarnego E i niech F,F’,F"” € &. Zakladamy, ze jezeli
w(F)<w(E) =n, to

7 CE) (n(F)(F')F") = n(F')(F")F.
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Krok indukcyjny: Z definicji rozwinigcia rozszerzonego ciagu binarnego E = C1(C2)Cs.
Ponadto, na mocy wniosku w(C2), w(C3) <w(E). Stad n(E) = n(C2)(C3)m(C71). Na

mocy zalozenia indukcyjnego mamy:

7 @ ED (r(E)(E')E") = n(@ (€@ (7(Cy) (Co)m(C1)(EN)E")
(@) ((C3) (n(C1)(E')E")C)
x(x(C1)(E")E")(C2)C3
n(E")(E")C1(C2)C3

n(E")(E")E.

Przyklad 2.4.9. Lemat zilustrujemy rozwazajgc nastepujgce ciggi: E =
011(110)101, E’ = 111 ¢ E” = 001(010)100. Wéwezas 7(E) = 100(101)001, 7(E’) = 000
oraz w(E) = 2. Stgd

7 @E) (r(EY(EE") = 2 (100(101)001(111)001(010)100)
7 (7(100(101)001(111)001(010)100))
7(010(001(111)001(010)100)110)
7(001(111)001(010)100)(110)101
000(001(010)100)001(110)101
=n(E")(E")E.

Twierdzenie 2.4.10. Jezeli E € &, to n'@E*D(E) = E, tj. © jest okresowa wzgledem

iteracji.

Dowdd. Niech E € & oraz niech (C;);e; bedzie rozwinieciem rozszerzonego ciagu binar-
nego E. Na mocy lematu mamy:

r(@ED) (EY = (@B (0 (Cy)C5)
= 1(@ED (1(Co)(C3)7(Cy))
= q(@(C2)+0(C3)) (7(Cy)(C3)m(Cr))
7@€ (7(C3)(n(C1))C2)
= C1(C2)C3
=E.

Przyktad 2.4.11. Twierdzenie zilustrujemy dla rozszerzonego ciggu binarnego E =
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000(001(010)100)011(110)101. Wéwczas w(E) = 4, Wykorzystujgc wzor[2.4.6 mamy:

W (E) = 7(001(010)100)(011(110)101)7(000)
= 7(010)(100)7(001)(011(110)101)111
=101(100)011(011(110)101)111,

72 (E) = 7(100)(011(011(110)101)111)7(101)
=110(011(011(110)101)111)010,

73 (E) = 7(011(011(110)101)111)(010)7(110)
= 7(011(110)101)(111)7(011)(010)100
= 7(110)(101)7(011)(111)001(010)100
= 100(101)001(111)001(010)100,

W (E) = 7(101)(001(111)001(010)100)7(100)
= 010(001(111)001(010)100)110,

7O (E) = 7(001(111)001(010)100)(110)7(010)
= 7(111)(001(010)100)7(001)(110)101
= 000(001(010)100)011(110)101
=E.

Uwaga 2.4.12. W implementacjach |[B.4.6, [B.4.7 ¢[B.4.§ przedstawiamy wdrozenie w je-

zyku Python funkcji, odpowiednio, T, ¢ i m, dla rozszerzonych ciggéw binarnych.
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Rozdziat 3

Heksastrukty

3.1 Grafy

Centralnym tematem naszych badan jest szczegélny rodzaj graféw. Teoria graféow sta-
nowi niezwykle rozwinieta dziedzine nauki, przede wszystkim matematyki i informatyki,
znajdujaca zastosowanie w wielu obszarach, gtéwnie dzieki intuicyjnej oraz estetycznej re-
prezentacji graficznej. Wykorzystanie graféw do modelowania ztozonych probleméw w ma-
tematyce, fizyce, informatyce oraz innych dziedzinach naukowych w sposob istotnie prost-
szy doprowadzito do intensyfikacji badan oraz znaczacego postepu w tych obszarach nauki.
W rezultacie wiele zagadnien oraz terminéw jest niejednoznacznie zdefiniowanych w pod-
recznikach i publikacjach naukowych (patrz [3], [46], [18] i [19]). Z tego powodu konieczny
jest precyzyjny opis stosowanych przez nas terminéw oraz zestawienie definicji, ktére beda
uzywane w kontekscie teorii graféw.

Grafem (nieskierowanym) nazywamy skoriczony i niepusty zbiér wierzchotkéw V wraz
z przeciwzwrotna i symetryczng relacja R € VXV, tzn. graf nie zawiera petli i jest ztozony
z krawedzi nieskierowanych. Symetryczna pare (i, v) i (v, u) elementéw relacji R nazywamy
krawedzig e i oznaczamy ja

e = {u,v}.

Zbiér krawedzi oznaczmy litera E. Zauwazmy, ze zbiér krawedzi E calkowicie okresla
relacje R. Zatem mozemy przedstawiaé graf za pomocg jego wierzchotkéw oraz krawedzi,
tj.

G = (V,E).

Graf G’ = (V’, E’) nazywamy podgrafem grafu G = (V,E), gdy V' C V oraz
E' ={{v.w}eE:v,weV'}.

Pare krawedzi grafu nazywamy sasiadami, gdy maja dokladnie jeden ten sam wierz-
cholek. Niech v,v’ € V. Stopien degv wierzchotka v jest liczbg réznych wierzchotkow,

z ktorymi wierzchotek v tworzy krawedz.

Twierdzenie 3.1.1 ([1§], wniosek 2.1(a)). W kazdym grafie jest parzysta liczba wierzchol-

kow stopnia nieparzystego.
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Niech n € N. Sciezka laczaca wierzcholki v,v’ € V nazywamy taki cigg wierzchotkéw

P =Vo,Vi,...,vn), 2 V = v, V' = vy, {vi,vis1} € E oraz {v;,vis1} # {vj,v,+1} dla takich
i,je{0,1,...,n—1}, ze i # j, i oznaczamy go:

y v
Jezeli n>1, to ciag krawedzi ¢ = ({v,v1},{vi,va},...,{vn-1,V'}) jednoznacznie wyznacza
Sciezke (v,v1,...,v") i wOwczas taki ciag g réwniez nazywamy $ciezka taczaca wierzchotek v

v'. Wierzchotki v i v/ nazywamy, odpowiednio, poczatkiem oraz koncem Sciezki p
i oznaczamy, odpowiednio, 015 oraz _ﬁ Sciezke p nazywamy $ciezka rzedu drugiego, gdy
degvy = 2 dla kazdego k € {1,2,...,n - 1}. Sciezka p’ jest podsciezka Sciezki p, jezeli
jest ciagiem kolejnych wierzchotkéw $ciezki p. Cykl to Sciezka, ktéra ma poczatek i koniec
w tym samym wierzchotku. Graf nazywamy spdjnym, gdy kazda para jego wierzchotkow
jest potaczona Sciezka. Pokryciem $ciezkowym P grafu (V, E) nazywamy taki zbior jego

Sciezek, ze dla kazdej krawedzi e € E istnieje dokladnie jedna taka Sciezka p € P, ze e € p.

Twierdzenie 3.1.2. Niech n € N. JeZeli cigg (vo,v1,...,vn) jest Scieikq, to cigg

(Vs Vi1, . . ., V) TOWNGEZ jest Sciezkq.

Niech p = (vg,v1,...,vs) bedzie $ciezka grafu, gdzie n € N. Wowczas $ciezke

(Vs V-1, - - - » Vo) nazywamy odwrotnoécia Sciezki p i oznaczamy ja p‘l.

3.2 Heksastrukty

Przystepujemy do zdefiniowania obiektow, ktére stanowig gléwny przedmiot naszych
badan. W tym celu musimy okresli¢ posta¢ wierzchotkéw szesciokatow tworzacych hek-
sagonalng siatke na plaszczyznie oraz krawedzi, ktére te wierzchotki tacza. Zaldézmy, ze
istnieje sze$ciokat, ktorego centralny punkt ma wspdlrzedne (x,y), oraz ze dlugosé bo-
kéw szesSciokatow wynosi 1 (por. rys. . Wéwcezas Wspélrzegdne punktéw centralnych

sasiadujacych szeéciokatéw maja wspéhrzedne: (x — V3, y), ( ¥y ), ( \/_g’ y+ §),
(x+3, y),(x + ‘/73, y— %) i (x - %, y - ) Latwo zauwazy¢, ze Wspoh"zgdne punktéw cen-

tralnych takich szesciokatéw maja postac:

gdzie i, j € Z. Stad, dla kazdego takiego punktu, mozemy obliczy¢ wspdtrzedne wierzchot-

kéw szeSciokata, ktérego jest rodkiem (por. rys. [3.2]). Wéwcezas wierzcholki szedciokatéw
tworzacych siatke heksagonalng maja wspotrzedne:

V3 k 3j k

(l.\/g + ]‘2/_ \/_ o] )

+1-2=

-5 5 (3.2.1)

gdzie k € {0, 1}.
Graf spdjny H = (V, E), w ktérym wierzchotki sa punktami na plaszczyznie o wspél-

rzednych postaci (3.2.1]) oraz krawedzie istnieja wylacznie miedzy wierzchotkami, ktérych
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Rysunek 3.1: Szesciokat foremny o érodku w punkcie (x,y) otoczony przylegajacymi sze-
Sciokgtami foremnymi z zaznaczonymi srodkami. Wszystkie sze$ciokaty maja boki dtugo-

$ci 1.

odleglo$¢ wynosi 1, nazywamy heksastruktem. Na mocy twierdzen [I.4.3] oraz ob-
roty heksastruktéw nie wplywaja na ich ksztalt, gdyz zachowane sa dlugosci krawedzi
oraz miary katéw, ktére sasiadujace krawedzie tworza na rysunku grafu. Nasze zainte-
resowanie koncentruje sie na geometrycznym ksztalcie rysunku grafu, zatem heksastruk-
tem nazywamy rowniez kazde przeksztalcenie wspélrzednych wierzchotkéw heksastruktu
wzgledem rotacji, odbi¢ lustrzanych oraz skalowania. Dlatego bez straty ogdlnosci przyj-
mujemy, ze w kazdym heksastrukcie istnieje krawedz o wierzchotkach w punktach (1,0)
oraz (0,0). Zauwazmy, ze na rysunku heksastruktu kazda para krawedzi o wspdlnym wierz-
chotku tworzy kat 120°.

Podgraf H’ grafu H bedacy heksastruktem nazywamy podheksastruktem heksa-
struktu H. Powiemy, ze podheksastrukty H; = (V1, E1) oraz Hy = (Vo, E9) heksastruktu H
sa roztaczne, gdy E1 N Ey = 0.

Whniosek 3.2.1. Stopien wierzcholkéw w heksastrukcie moze byé réwny 1, 2 lub 3 (por.

rys. [B3).

Dowdd. Przypusémy, ze w heksastrukcie H = (V, E) istnieje wierzchotek v € V stopnia
n € N wiekszy od 3. Wowczas istnieja takie wierzchotki vi,vo,...,v, € V, ze {v,vi} € E
dla k € {1,2,...,n}. Niech krawedz {v, v;} tworzy kat prawostronny z krawedzia {v,v;_1}
dlai € {2,3,...,n}. Z definicji heksastruktu, kazda taka para tworzy kat 120 stopni. Stad,
{v,v1} i {v,va} tworza kat 120 stopni, {v,v1} i {v,vs} tworzg kat 240 stopni oraz {v,vi}
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(z,y+1)

(x+§,y+%)

Rysunek 3.2: Szesciokat foremny o srodku w punkcie (x,y) i o bokach dtugosci 1 z zazna-
o+3)

czonymi dwoma wierzchotkami o wspétrzednych (x,y + 1) i (x + 73, y+ %

i {v,v4} tworza kat 360 stopni. Na podstawie wniosku wspolrzedne wierzchotkéw vy

i v1 pokrywaja sie. Czyli, taka krawedz juz istnieje w E. Sprzecznos¢. O

N

U4

Rysunek 3.3: Heksastrukt zlozony z pieciu wierzchotkéw, gdzie vg, v i v4 sa wierzchotkami
stopnia pierwszego, vi jest wierzchotkiem stopnia drugiego oraz vs jest wierzcholkiem

stopnia trzeciego.

Twierdzenie 3.2.2. Niech heksastrukt H = (V, E) zawiera wierzchotki stopnia co najwyzej
drugiego.

(i) Jezeli w H istniejq wierzcholki stopnia pierwszego, to sq one dokladnie dwa (por.
heksastrukt po lewej stronie na rysunku .

(ii) Jezeli wszystkie wierzcholki H sq stopnia drugiego, to dla kazdego z nich istnieje cykl

(por. heksastrukt po prawej stronie na rysunku .
(iii) Istnieje Sciezka zloZona ze wszystkich krawedzi E.
Dowad.

(i) Niech |V| = n dla takiego n € N, ze n > 2, i niech wg € V bedzie stopnia 1. Zatem
istnieje taki wy € V, ze {wg, w1} € E. Jezeli n = 2, to wy jest szukanym wierzchotkiem,
gdyz degwy = 1. W przeciwnym przypadku, jezeli degw; = 1, to dla wszystkich
wierzcholkow w € V'\ {wg, w1} nie istnieje taka krawedz e € E, ze wg € e lub wy € e.
Woéwezas nie istnieje $ciezka taczaca wg z w, co przeczy spéjnosci. Stad degwy = 2.
Niechn>2,k €{0,1,...,n—2} i {wi_1,wr} € E dla wi_1,wr € V. Jezeli degwy =1,

to dla wszystkich w € V'\ {wg, w1, ..., wi} nie istnieje taka krawedz e € E, ze w; € e
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dlai € {0,1,...,k}. Wowczas nie istnieje Sciezka taczaca wq z w, co przeczy spdjnodci.
Stad degwy = 2.

Niech n>2 oraz {wi_1,wi} € E dla wg_1,wr € Vik € {0,1,...,n— 1}. Jezeli
degw,_1 = 2, to istnieje takie w € V\ {wo,w1,...,wu_1}, 26 {w,_1,w} € E. Sprzecz-

nosé, gdyz V \ {wo,w1,...,wn_1} = 0, tzn. nie istnieje takie w. Stad degw,_1 = 1.

(ii) Niech degv = 2 dla wszystkich v € V oraz niech |V| = n. Niech wy € V. Wéw-
czas istnieje takie wy € V, ze {wg,w1} € E oraz takie wy € V, ze {wi,ws} € E.
Stad degw; = 2. Niech (wqg,w1,...,w,_1) bedzie takim ciggiem wierzchotkow V, ze
Wi, wre1t € Edla k € {0,1,...,n—2}. Wowczas degwy =2 dla k € {1,2,...,n—2}.

Stad {wo, wn_1} € E, tzn. istnieje wg ~ wy.

(iii) Jezeli v L v dla takich v, € V, ze degv = 1 = degV’, to p jest szukang Sciezka.
W przeciwnym przypadku kazdy cykl v ~ v, dla v € V, jest szukana Sciezka.

Rysunek 3.4: Heksastrukt o dwoch wierzchotkach stopnia pierwszego i pozostatych wierz-
chotkach stopnia drugiego po lewej stronie oraz heksastrukt o wierzcholtkach stopnia dru-

giego po prawej stronie.

W kolejnych obserwacjach pokazujemy, w jaki sposob mozna podzieli¢ heksastrukt
na podheksastrukty, z ktérych jeden jest Sciezka rzedu drugiego. Stosujemy podejscie
dziel i zwyciezaj, polegajace na rozbiciu problemu na roztaczne podproblemy (w twier-
dzeniu rozwazamy heksastrukt bez wierzchotkéw stopnia pierwszego, a w twierdze-
niu z co najmniej jednym takim wierzchotkiem), ktére nastepnie pozwalaja na wy-

dzielenie takiej Sciezki rzedu drugiego w dowolnym heksastrukcie.

Twierdzenie 3.2.3. Niech heksastrukt H = (V, E) zawiera wylgcznie wierzchotki stopnia

co najmniej drugiego.
(i) Liczba wierzcholkéw stopnia trzeciego w heksastrukcie H jest parzysta.

(ii) Dla kazdego wierzcholka stopnia trzeciego istnieje Sciezka rzedu drugiego lgczgca go

z wierzcholkiem stopnia trzeciego (por. heksastrukt po lewej stronie na rysunku .

Dowdéd. Niech H = (V, E) bedzie heksastruktem o wierzchotkach stopnia co najmniej dru-
giego.
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(i) Parzysta liczba wierzchotkéw stopnia trzeciego w heksastrukcie wynika bezposrednio

7 twierdzenia [B.1.1]

(i) W H nie istnieja wierzcholki stopnia pierwszego, wiec na podstawie spéjnosci H
oraz skoniczonoéci zbioru V wierzchotlek stopnia trzeciego v € V jest potaczony Sciezka
rzedu drugiego z wierzchotkiem stopnia trzeciego w € V. Zauwazmy, ze szukany

wierzchotek w moze by¢ wierzcholtkiem v, tzn. ta $ciezka jest cyklem.

O

Przyktad 3.2.4. Na rysunku po lewej stronie przedstawiliSmy heksastrukt rozwazany
w twierdzeniu[3.2.3, ktéry zawiera Sciezke rzedu drugiego laczqcq dwa wierzcholki stopnia

trzeciego (zaznaczong kolorem czerwonym).

Twierdzenie 3.2.5. Jezeli wierzcholek stopnia pierwszego jest polgczony sciezkq rzedu
drugiego p z wierzchotkiem stopnia drugiego lub trzeciego w heksastrukcie H = (V,E),
to istniejq takie dwa roztgczne podheksastrukty Hy = (Vi, E1) oraz Hy = (Va, E9) heksa-
struktu H, 2e Ey ={ec€ E:eep},Vi={veV:veeecp}, VIUVo =V oraz EyUEy = E.

Dowdd. Niech H = (V, E) bedzie takim heksastruktem, ze istnieje $ciezka rzedu drugiego
u S v, gdzie u € V jest wierzcholkiem stopnia pierwszego oraz v € V jest wierzchotkiem
stopnia drugiego lub trzeciego. Zauwazmy, ze graf Hy = (V1, E1), gdzie E1 = {e € E: ¢ € p}
oraz Vi = {v € V:v € e,e € E1}, jest podheksastruktem heksastruktu H. Wystarczy
dowiesé, ze graf Hy = (Va, E2), gdzie E9 = E\ E1 oraz Vo = {v € V: v € e,e € Es}, jest
heksastruktem. Niech w; A wo w H, gdzie wi,wg € V. Zalézmy, ze nie istnieje $ciezka
w1 ~ wo w Ho. Wowczas istnieje taka krawedz e € p, ze e € g. Kazda $ciezka taczaca
wierzcholki krawedzi e z wy i we zawiera taka krawedz f € E, ze v € f. Poniewaz p
jest rzedu drugiego, wiec Vi N Vo = {v}, a stad $éciezka g zawiera dwukrotnie krawedz f.

Sprzecznosé. O

Przyktad 3.2.6. Na rysunku po prawej stronie przedstawilismy heksastrukt rozwa-
zany w twierdzeniu[3.2.5, ktdry zawiera $ciezke rzedu drugiego lgczacq wierzcholek stopnia

pierwszego z wierzcholkiem stopnia trzeciego (zaznaczong kolorem czerwonym).

W kolejnych twierdzeniach pokazujemy sposéb podziatu heksastruktu H na dwa pod-

heksastrukty ze wzgledu na obecnosé cyklu w H.

Twierdzenie 3.2.7. Jezeli p jest Sciezkq rzedu drugiego bedgcg podsciezkq cyklu w hek-
sastrukcie H = (V,E), to istniejg takie rozlgczne podheksastrukty Hy = (Vi,E1) © Ho =
(Va, E9) heksastruktu H, Ze Ey ={e € E:ee€p}, Vi ={veV:iveeecE}, ViUVo=V
oraz E1 UEy = E.

Dowdd. Niech H = (V,E) bedzie heksastruktem oraz niech u Ly bedzie Sciezka rzedu
drugiego bedaca podsciezka cyklu ¢ w heksastrukcie H, gdzie u,v € V. Zauwazmy, ze
heksastrukt H; = (V1,E1), gdzie E1 = {e € E: e € pyoraz Vi ={v e V:v € e,e € E1},
jest podheksastruktem heksastruktu H. Wystarczy dowiesé, ze graf Hy = (Va, E9), gdzie
Es = E\Ey oraz Vo = {v € V. v € e,e € Es}, jest heksastruktem. Zauwazmy, ze jezeli
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Rysunek 3.5: Heksastrukt niezawierajacy wierzchotkéw stopnia pierwszego z zaznaczona
kolorem czerwonym $ciezka rzedu drugiego taczaca wierzchotek stopnia trzeciego z wierz-
chotkiem stopnia trzeciego po lewej stronie. Heksastrukt z zaznaczong kolorem czerwonym

Sciezka rzedu drugiego laczaca wierzcholek stopnia pierwszego z wierzchotkiem stopnia

trzeciego po prawej stronie.

Sciezka w1 A wq taczaca wierzchotki wi, wo € V5 istnieje w H oraz nie istnieje w Ha, tzn.
istnieje taka krawedz e € p, ze e € q. Zatem p jest podsciezka ¢, ale p jest podsciezka cyklu,

. . . . 7 . . r 7 . . . . ’ . . ’ 7
wiec istnieje $ciezka u ~» v rézna od p. Stad istnieje $ciezka wy ~> wqy. Sprzecznosé. O

Twierdzenie 3.2.8. Jezeli nie istnieje cykl zawierajocy wierzcholek stopnia drugiego v
heksastruktu H, to istniejg takie rozlgczne podheksastrukty Hy = (Vi, E1) i@ Ho = (Va, E3)
heksastruktu H, ze ViNVy ={v}, ViUVo =V oraz E{ UEy = E.

Dowdd. Niech v bedzie wierzcholkiem stopnia drugiego w heksastrukcie H = (V,E),
dla ktérego nie istnieje cykl zawierajacy v. Wéwczas istnieja takie wierzchotki v/ i v”,
ze {v,v'} € E oraz {v,v"’} € E. Na mocy spdjnosci H, dla kazdego u € V istnieje $ciezka
u S v. Wowezas istnieje taka krawedz e € p, ze v/ € e lub v’ € e. Ponadto, jezeli istnieje
taka krawedz e € p, ze v/ € e, to v’ ¢ e dla wszystkich krawedzi e € p. Podobnie, jezeli
istnieje taka krawedzZ e € p, ze v’ € e, to v/ ¢ e dla wszystkich krawedzi e € p. Niech
Vi € V bedzie zbiorem takich wierzchotkéw u € V, ze u = v lub v/ € ¢ dla pewnej kra-
wedzi e € p, gdzie u L v. Ponadto niech E1 = {{u,w} € E: u,w € Vi,u # w}. Wowczas
dla kazdej pary wierzchotkéw w V; istnieje Sciezka zlozona z krawedzi zbioru E;. Zatem
graf H; = (V1, E1) tworzy heksastrukt. Analogicznie, niech Vo C V bedzie zbiorem takich
wierzchotkow u € V, ze u = v lub v’ € e dla pewnej krawedzi e € p, gdzie u L, v oraz niech
Ey = {{u,w} € E: u,w € Vo,u # w}. Graf Hy = (Va, E9) tworzy heksastrukt. Stad Hy i Ho

sg roztacznymi podheksastruktami heksastruktu H spelniajacymi teze twierdzenia. O

Przyktad 3.2.9. Na rysunku przedstawilismy heksastrukt H rozwazany w twierdze-
niu ktory zawiera wierzcholek nienalezacy do zZadnego cyklu w H (zaznaczony kolo-
rem czerwonym). Wowczas mozemy ten heksastrukt podzieli¢ na dwa rozlgezne podheksa-

strukty wzgledem tego wierzchotka.
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Rysunek 3.6: Heksastrukt H z wierzchotkiem zaznaczonym kolorem czerwonym, dla kto-

rego nie istnieje cykl w H podzielony na dwa podheksastrukty wzgledem tego wierzchotka.

3.3 Wilasciwe pokrycia Sciezkowe heksastruktow

W tej czeéci zdefiniujemy specyficzny typ pokrycia Sciezkowego heksastruktu, w ktérym
koniec danej $ciezki jest poczatkiem dokladnie dwoch $ciezek albo nie ma kontynuacji,
oraz poczatek kazdej $ciezki jest koncem dokladnie jednej $ciezki. Dzigki temu heksastrukt
przedstawimy jako drzewo binarne, w ktérym wierzchotkami sa poczatki i konce Sciezek
rzedu drugiego.

Powiemy, ze pokrycie éciezkowe P heksastruktu H z ustalong $ciezka p € P jest wla-

$ciwe, gdy spelnione sa nastepujace warunki:
o dla kazdej Sciezki g € P\ {p} istnieje dokladnie jedna Sciezka, ktorej koniec znajduje
sie w g,
o dla kazdej sciezki g € P spelniony jest doktadnie jeden z nastepujacych warunkéw:

o—

— dla kazdej $ciezki r € P\ {p} zachodzi nieré6wnos¢ g # r,

— istnieja doktadnie dwie takie $ciezki s1,59 € P\ {¢q}, ze 51 = _qo = $9.

Ustalona $ciezke p € P nazywamy poczatkiem wtasciwego pokrycia $ciezkowego P. Kra-
wedz e € p dla poczatku p € P, taka, ze o]; € e, nazywamy krawedzia poczatkowa

wlasciwego pokrycia Sciezkowego P.

Przyktad 3.3.1. Na rysunku[3.7 przedstawilismy pokrycie {p,q,r} heksastruktu H, ktdre
nie jest wlasciwe. Nie istniejg dokladnie dwie Sciezki rozne od p o poczgthu w _ﬁ Ponadto
nie istnieje $ciezka o koncu w 7.

Wiaéciwe pokrycie Sciezkowe istnieje dla kazdego heksastruktu. Pokazemy to konstru-
ujac takie pokrycie z wykorzystaniem indukcji strukturalnej ze wzgledu na liczbe wierz-

chotkéw stopnia trzeciego w rozwazanym heksastrukcie.

Twierdzenie 3.3.2. Dla kazZdego heksastrukiu istnieje co najmniej jedno pokrycie wia-
Sciwe.

Dowdd. Niech H = (V,E) bedzie heksastruktem. Dowdd przeprowadzimy z wykorzy-

staniem indukcji strukturalnej ze wzgledu na liczbe wierzchotkéw stopnia trzeciego

w heksastrukcie H.

Przypadek bazowy: Jezeli w H nie istnieje wierzcholek stopnia trzeciego, to za-

chodzi doktadnie jeden z nastepujacych przypadkéw:
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.*
Rysunek 3.7: Pokrycie {p, q,r} heksastruktu H, ktére nie jest wladciwe, gdyz nie istnieja

s 7 . . . —0 . . . . ’ . . /. o—
doktadnie dwie rézne od p Sciezki o poczatku w p oraz nie istnieje Sciezka o koncu w r

dla ustalonej Sciezki p.

e istniejg doktadnie dwa wierzcholki stopnia pierwszego i pozostate wierzchotki stopnia

drugiego (por. heksastrukt po lewej stronie na rysunku |3.4)),

o wszystkie wierzcholki sa stopnia drugiego (por. heksastrukt po prawej stronie na

rysunku [3.4)).

Na mocy twierdzenia [3.2.2] istnieje Sciezka zlozona ze wszystkich wierzchotkéw heksa-

struktu H. Zatem ta $ciezka jest szukanym pokryciem tego heksastruktu.
Zalozenie indukcyjne: Niech H zawiera n wierzchotkéw stopnia trzeciego dla n € N.

Krok indukcyjny: Ze wzgledu na skoniczono$¢ zbioru wierzchotkéow heksastruktu
istnieje taki wierzchotek v polaczony $Sciezka rzedu drugiego p z wierzcholkiem stopnia
trzeciego w, ze degv = 1 albo istnieje taki cykl ¢ zawierajacy v w H, ze p jest podsSciezka c.

Na mocy twierdzen oraz istniejg takie rozlaczne podheksastrukty H; =
(V1,E1) i Hy = (Vo, E3) heksastruktu H,ze E1 ={e € E: e p}iVi={veV:vee,ecE}
oraz ViUVo =ViE{UEy=E.

Jezeli w Ho nie istnieje cykl dla wierzchotka w, to, na mocy twierdzenia istnieja
takie podheksastrukty H) = (Vj, E}) oraz H) = (VJ/, EY) heksastruktu Hs, ze Vo NV} =
{w}, ViU V) =V, EJ UEY = Eg oraz w jest wierzchotkiem stopnia pierwszego zaréwno
w H) jak i w H}. H} oraz H zawieraja mniej niz n wierzchotkéw stopnia trzeciego. Na
mocy zalozenia indukcyjnego, dla ustalonej $ciezki o poczatku w wierzchotku w, istnieja
pokrycia P’ oraz P” heksastruktéw, odpowiednio, H} oraz H! spelniajace warunki tezy.
Wéwezas szukanym pokryciem jest P = {p} U P’ U P”.

Jezeli natomiast w Hs istnieje cykl ¢ zawierajacy wierzchotek w, to istnieje $ciezka rzedu
drugiego ¢ taczaca w z wierzchotkiem stopnia trzeciego w Ho, bedaca podéciezka cyklu c.
Na mocy zalozenia indukcyjnego, dla ustalonej Sciezki ¢, istnieje pokrycie Sciezkowe P’
heksastruktu Ho, spetniajace warunki tezy. Wéwczas szukanym pokryciem jest P = {p} U
P'. O

Zauwazmy, ze pokrycia wlasciwe majg strukture drzewa binarnego. Dowdd tego faktu

przeprowadzimy z wykorzystaniem indukcji ze wzgledu na maksymalna liczbe kolejno pota-
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czonych Sciezek pokrycia, tj. najwieksza dtugosé takiego ciagu Sciezek pokrycia wlasciwego,
funkcje ©: P X P — N zwracajaca maksymalng liczbe kolejno polaczonych $Sciezek

w pokryciu P, poczawszy od ustalonej Sciezki p € P, w nastepujacy sposob:
e 9p(p) =1, gdy w P\ {p} nie istnieje ciezka o poczatku w p,

o 9p(p) = L+max{dp\(p)(P"), Ip\(p} (P")}, gdzie p’, p”’ € P\{p} sa réznymi Sciezkami
o poczatkach w _ﬁ

Ponadto, gdy p jest poczatkiem wilasciwego pokrycia P, to wartosé funkeji & jest maksy-

malna liczba kolejno potaczonych Sciezek w P.

Twierdzenie 3.3.3. Jezeli P jest takim wlaSciwym pokryciem o poczgtku w p € P, Ze
|P| > 1 oraz p1, pa € P sq réznymi Sciezkami o poczgtkach w 270, to istniejg takie pokrycia

wtasciwe Py, Po C P o poczgtkach, odpowiednio, w p1 © pa, 2e P1UPs = P oraz PyNPy = 0.

Dowod. Dowdd przeprowadzimy z wykorzystaniem indukcji strukturalnej ze wzgledu na
maksymalng liczbe kolejno potaczonych Sciezek w pokryciu P. Niech p bedzie poczatkiem
wlasciwego pokrycia Sciezkowego P heksastruktu H. Jezeli |P| > 1, to istnieja takie rézne

o—

s . . . . o— —o
Sciezki g,r e P,ze g = p =r.

Przypadek bazowy: Jezeli |[P| > 1, to najmniejsza mozliwa maksymalna liczba
kolejno potaczonych sciezek w P wynosi 2. Wéwcezas |P| = 3, P = {p,q,r} oraz konce ¢
i r nie sa poczatkami innych $ciezek. Zatem szukane heksastrukty sa utworzone przez te

Sciezki, ktore jednoczesnie sa ich pokryciami.
Zatozenie indukcyjne: Niech #p(p) = n dla n € N.

Krok indukcyjny: Zauwazmy, ze Sciezka p nalezy do najdluzszego ciagu kolejno
potaczonych Sciezek, jako Sciezka ktorej poczatek jest nieuwzgledniony jako koniec
jakiejkolwiek innej Sciezki. Wowcezas dp(p) = 1 + max{dp(q),?p(r)} Stad Ip(q) < ¥p(p)
oraz ¥p(r) < dp(p), wiec mozemy skorzystaé¢ z zalozenia indukcyjnego. Zatem istnieja
podheksastrukty Hi i Ho heksastruktu H o takich wlasciwych pokryciach, odpowiednio,
Py i P2, o poczatkach, odpowiednio, w g i r, ze P1 N Py =0 oraz P1 UPsU{p} = P. O

Twierdzenie 3.3.4. Niech P bedzie wlasciwym pokryciem heksastruktu H dla ustalonej
poczgtkowej Sciezki p € P. Jezeli g € P jest takqg Sciezkq, Ze Z]O £ 7 dla wszystkich r € P, to
istnieje takie pokrycie wlasciwe Q heksastruktu H dla ustalonej Scieiki poczgtkowej ¢ ",

Ze dla kazdej $cieski s € Q mamy s € P lub s € P.

Dowdd. Dowdd przeprowadzimy z wykorzystaniem indukcji strukturalnej ze wzgledu na
maksymalng liczbe kolejno polaczonych $ciezek w pokryciu P. Niech P bedzie wlasciwym

pokryciem heksastruktu H dla ustalonej $ciezki poczatkowej p € P.

Przypadek bazowy: Jezeli 9p(p) = 1, to |P| = 1 oraz p jest jedyna Sciezka w P.

Wéwezas Q = {p~!} réwniez jest wlaéciwym pokryciem heksastruktu H o ustalonej
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Sciezce poczatkowej p~L.

Zalozenie indukcyjne: Niech ¢p(p) = n dla pewnego n € N oraz niech ¢ € P\ {p}
bedzie taka Sciezka, ze _qo £ 7 dla wszystkich r € P.

Krok indukcyjny: Zauwazmy, ze istnieje dokladnie jedna taka $ciezka r € P, ze

q = 7. Wowcezas istnieje taka $ciezka s € P rézna od ¢q, ze S = Z]o Stad

o
q  =r=s.

Na mocy twierdzenia istnieja takie wlasciwe pokrycia Pi,Po € P\ {p} podheksa-
struktéw, odpowiednio,H; i Ho heksastruktu H, ze Py U Po U {p} = P oraz P1 N Py = 0.
Woéwcezas g € Py lub g € Py. Zalézmy bez straty ogdlnosci, ze g € Py. Zauwazmy, ze istnieja
takie p’,p” € P, ze ;_’ =p = poj’ oraz p’ € P11 p” € Py. Wowcezas dp(p) > 9p(p’). Na
mocy zalozenia indukcyjnego istnieje takie pokrycie wiasciwe P} heksastruktu Hi o po-
czatku w g1, ze dla kazdej éciezki r € Py zachodzi r € P} lub rle P}. Zauwazmy, ze
p'~! € 0, wiec szukanym pokryciem wlasciwym heksastruktu H o poczatku w ¢! jest
P, UP,U{p~}. O

Twierdzenie 3.3.5. Niech P bedzie wlasSciwym pokryciem heksastruktu H z ustalong
sciezkq poczgtkowq p € P. Jezeli istniejg takie Sciezki q1,q2 € P, Ze (fl = op_ = q_;, istniejq
takie $ciezki p1,ps € P, Ze ]3_1 = }70 = ]3_2 oraz istniejq takie pokrycia wlasciwe Py, Ps C P
o poczgtkach w, odpowiednio, py i pa, 2e PLUPy =P, P1N Py =0, g1 € P, p1 € Py,
g2 € Py oraz pa € Po, to istnieje takie pokrycie wilasciwe Q heksastruktu H o poczgtku
w p~t, Ze dla kaidej Scieiki g € Q zachodzi q € P lub g~' € P.

Dowdd. Niech P bedzie takim wilasciwym pokryciem heksastruktu H z ustalona Sciezka
poczatkowa p € P, ze istniejg takie g1,q2 € P, ze cﬂ = 013 = c};, istnieja takie Sciezki
p1,p2 € P, ze [3_1 = })o = 13_2 oraz istnieja takie pokrycia wlasciwe Py, Po C P o poczatkach
w, odpowiednio, p; i pa2, ze P1UPy = P, P1NP3 =0, g1 € P1, p1 € P1, g2 € Py oraz ps € Ps.
Zauwazmy, ze c}ci # 51 oraz 13_1 # 51 dla wszystkich s1 € Pq, a takze ze c}; # 55 oraz 13_2 # 5
dla wszystkich so € P3. Na mocy twierdzenia [3.3.4] istnieja takie pokrycia wlasciwe Q1
i Q2 o poczatkach w, odpowiednio, g1 i g2, ze dla kazdej Sciezki s; € Q1 zachodzi 51 € Py
lub sl_]L € Py oraz dla kazdej $ciezki so9 € Qo zachodzi so € Py lub s2‘l € Py. Zatem
0 = {p~'} U Q1 UQ; jest szukanym pokryciem wlasciwym heksastruktu H o poczatku
W p‘l. O
Przyklad 3.3.6. Heksastrukt oraz jego pokrycia przedstawione na rysunku[3.8 spetniajq
zalozenia twierdzenia [3.3.3.

Przyktad 3.3.7. Rozwazamy heksastrukt oraz jego pokrycie P = {p, p1, p2,q,r} jak na ry-

L oraz o $ciezkach s € P lub s™' € P,

sunku . Jezeli rozwazymy pokrycie o poczgtku w p~
to wowczas nie bedzie ono wlasciwe, gdyz ani pa, ani pz_1 nie bedzie spetniato warunkow
definicji pokrycia wilasciwego, tj. pa bedzie rozpoczynala sie w wierzchotku, w ktorym roz-
poczyna sie inna Sciezka, lub nie bedzie istniala $ciezka o koncu w ]3_2 Zatem warunek

istnienia dwdch rozlacznych podpokryé w twierdzeniu[3.53.5 jest istotny.
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Rysunek 3.8: Heksastrukt ztozony z dwoch szesciokatow o wspélnej krawedzi (po lewej stro-
nie). Pokrycie wlasciwe tego heksastruktu o poczatku zaznaczonym kolorem czerwonym,
w ktérym pierwszym wierzchotkiem jest pierwszy wierzcholek stopnia trzeciego ($rod-
kowy). Pokrycie wlasciwe tego samego heksastruktu o poczatku zaznaczonym kolorem
czerwonym, w ktorym pierwszym wierzchotkiem jest drugi wierzcholek stopnia trzeciego

(po prawej stronie).

Rysunek 3.9: Pokrycie wlasciwe P = {p, p1,p2,q,r} (po prawej) heksastruktu (po lewej)
o poczatku w p, dla ktérego nie istnieje pokrycie wlasciwe o poczatku w p~!, zawierajace
ciezki s € P lub s7! € P. Kropkami oznaczono poczatki poszczegdlnych éciezek. Na

czerwono zaznaczono poczatek pokrycia P.

Niech p = (e1,ea,...,e,), gdzie n € N, bedzie §ciezka heksastruktu H. Sciezke g =
(e}, €5, ..., e,) nazywamy odbiciem lustrzanym $ciezki p, gdy spetnione sa nastepujace
warunki:

o jezeli ex i ex41 tworza kat lewostronny, to e} i e, tworza kat prawostronny,

o jezeli ey i ex41 tworza kat prawostronny, to e i e}, tworza kat lewostronny,

dla kazdego k € {1,2,...,n — 1}. Jezeli Sciezka p tworzy pokrycie $ciezkowe grafu H,
to graf H' o pokryciu {¢g} nazywamy odbiciem lustrzanym grafu H. Jezeli zbiér
{p1,p2,...,Ppm} tworzy pokrycie $ciezkowe heksastruktu H, to heksastrukt H' o pokry-

ciu éciezkowym {q1, g2, ..., qm} nazywamy odbiciem lustrzanym grafu H, gdy:
e g; jest odbiciem lustrzanym p;,
o jezeli ;_70, :13}, to c_fi = c}_j,

dla kazdego i, j € {1,2,...,m}.

Poprawno$é¢ powyzszej definicji wynika bezposrednio z twierdzen oraz
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3.4 Reprezentacja heksastruktéw rozszerzonymi ciggami bi-

narnymi

Heksastrukty bedziemy reprezentowaé przy uzyciu ciagdw binarnych oraz rozszerzo-
nych ciagéw binarnych. Chcemy zachowaé¢ mozliwo$é odtworzenia struktury grafu na
podstawie danego reprezentanta. Intuicyjnie, kroczac po kolejnych krawedziach ustalo-
nej Sciezki w heksastrukcie, kazdy kat lewostronny utworzony przez sasiadujace ze soba
krawedzie bedziemy oznaczaé liczbg 0, natomiast kazdy kat prawostronny utworzony przez

sasiadujace ze soba krawedzie bedziemy oznaczaé liczbg 1.

Twierdzenie 3.4.1. Niech n € N\ {1, 2}. Jezeli cigg p = ({vo,v1},{vi,ve}, ..., {Vu-1,Vn})
jest $ciezkq heksastruktu, to istnieje taki cigg binarny B = boby ...by—a, Ze b =0 (bx =1)
gdy krawedzie {vi,vis1} @ {Vis1, Vie2} tworzq kgt lewostronny (prawostronny), gdzie k €
{0,1,...,n—2}.

Niech p bedzie Sciezka heksastruktu. Powiemy, ze Sciezka p jest reprezentowana
przez ciag binarny B, gdy spelnia warunki twierdzenia Jezeli sciezka p tworzy
pokrycie heksastruktu H, to powiemy, ze heksastrukt H jest reprezentowany ciagiem
binarnym B. KrawedZ poczatkowa Sciezki tworzacej pokrycie heksastruktu reprezento-

wang przez ciag binarny B nazywamy krawedzia poczatkowsa dla ciggu binarnego B.

Przyklad 3.4.2. Na rysunku przedstawiliémy heksastrukt, ktérego pokrycie sklada

sie z jednej sciezki reprezentowanej ciggiem binarnym 11110000.

Rysunek 3.10: Heksastrukt o dwéch wierzchotkach stopnia pierwszego i pozostatych wierz-
chotkach stopnia drugiego, o pokryciu $ciezka reprezentowana ciagiem binarnym 11110000,

o poczatku zaznaczonym kropka.

Zauwazmy, ze jezeli v jest wierzchotkiem stopnia trzeciego w heksastrukcie H, to ist-
nieja trzy $ciezki rzedu drugiego o poczatku lub koncu w v oraz o konicu w wierzchotku
stopnia pierwszego lub trzeciego. Na mocy twierdzenia niech p; bedzie $ciezka rzedu
drugiego o koficu w v oraz niech ps i ps beda réznymi $ciezkami rzedu drugiego o poczatku
w v. Zgodnie z powyzszym twierdzeniem, $ciezki pi, p2 i p3 reprezentujemy ciggami bi-
narnymi, odpowiednio, By, Bs i Bs. Stad taka trojke Sciezek mozemy reprezentowaé przy
pomocy rozszerzonego ciagu binarnego B (B2)Bs. Ustalamy dla jednoznacznoéci, ze ostat-
nia krawedz Sciezki p; tworzy kat lewostronny z pierwsza krawedzia $ciezki pa. Wowczas
taki rozszerzony ciag binarny jest wyznaczony jednoznacznie dla tak okreslonych Sciezek
pP1, p2 i p3. Analogicznie definiujemy reprezentacje dowolnego heksastruktu przy pomocy

ciagdéw binarnych oraz rozszerzonych ciagéw binarnych.
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Definiujemy rekurencyjnie reprezentacje heksastruktu H o pokryciu witasciwym P
o poczatku p z wykorzystaniem ciagéw binarnych oraz rozszerzonych ciagéw binarnych,

ze wzgledu na liczbe Sciezek w P.

Przypadek bazowy: Jezeli |P| = 1, to H reprezentujemy ciagiem binarnym repre-

zentujacym Sciezke p.

Krok indukcyjny: Na mocy twierdzenia jezeli pokrycie wlasciwe heksastruktu
zawiera wiecej niz jedng Sciezke, to mozemy je podzieli¢ na dwa rozlaczne pokrycia wia-
Sciwe P1 i P2 o poczatkach w, odpowiednio, ¢ i r, podheksastruktéw tego heksastruktu,
ze wzgledu na poczatek tego pokrycia. Wéwcezas szukang reprezentacja heksastruktu H
jest rozszerzony ciag binarny Bg(E1)Es, gdzie By jest ciggiem binarnym reprezentujacym
Sciezke p, natomiast na podstawie zalozenia indukcyjnego E jest reprezentacja pokrycia
P1 o poczatku w ¢, a E9 jest reprezentacja pokrycia Py o poczatku w r.

KrawedZ poczatkows pokrycia wlasciwego heksastruktu reprezentowanego przez roz-
szerzony ciag binarny E nazywamy krawedzig poczatkowa rozszerzonego ciagu binar-

nego E.

Przyktad 3.4.3. Rozwazamy heksastrukt H oraz jego wlaSciwe pokrycie $ciezkowe P =
{p1, P2, P3, P4, P5} przedstawione na rysunku . Sciezka p1 jest reprezentowana przez
cigg binarny 0, Sciezka po przez 000, Sciezka p3 przez 0, sciezka py przez 1111 oraz sciezka
ps przez 0. Dzielimy pokrycie P na Sciezke p1 oraz pokrycia P1 = {p2} oraz Py =
{ps, P4, ps} podheksastruktéow, odpowiednio, Hy oraz Hy heksastruktu H. Analogicznie, dzie-
limy pokrycie Py na Sciezke p3 oraz pokrycia Py = {p4} oraz P} = {ps} podheksastruk-
téw, odpowiednio, H} oraz H} heksastruktu Hy. Wowczas heksastrukt H., jest reprezento-
wany przez cigg binarny 1111, heksastrukt H} przez cigg binarny 0, heksastrukt Hy przez
rozszerzony cigg binarny 0(0)1111, heksastrukt Hy przez 000 oraz heksastrukt H przez
0(0(0)1111)000.

&]*C’

Rysunek 3.11: Przykladowe wlasciwe pokrycie $ciezkowe (po prawej) heksastruktu ztozo-
nego z trzech sze$ciokatéw o wspdlnym wierzchotku (po lewej). Kolorem czerwonym za-
znaczono $ciezke poczatkowa. Kropkami oznaczono pierwsze wierzchotki poszczegdlnych

Sciezek.

Zbadajmy wplyw operacji 7, ¢ i 7 na ciagi binarne oraz rozszerzone ciggi binarne

reprezentujace heksastrukty. W kazdym przypadku najpierw rozpatrzymy $ciezki heksa-
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struktu, a nastepnie sam heksastrukt. Rozpoczniemy od zamiany bitéw, czyli od zamiany

katéw lewostronnych na prawostronne oraz prawostronnych na lewostronne.

Twierdzenie 3.4.4. Jezeli cigg binarny B reprezentuje $ciezke p, to cigg binarny 7(B)

reprezentuje $ciezke p’ bedgcg odbiciem lustrzanym Sciezki p.

Dowdd. Zamiana katéw lewostronnych na prawostronne oraz prawostronnych na lewo-
stronne jest rownowazna odbiciu lustrzanemu wierzchotkéw i krawedzi wzgledem prostej [

przechodzacej przez pierwsza krawedz $ciezki, na mocy twierdzen [1.4.5] oraz [1.4.6] O

Przyklad 3.4.5. Na rysunku przedstawilismy heksastrukty bedgce Sciezkami repre-
zentowanymi przez ciggi binarne 01111 oraz T(01111) = 10000.

V'

Rysunek 3.12: Heksastrukty reprezentowane przez ciagi binarne, odpowiednio od lewej do
prawej, 01111 oraz 7(01111) = 10000.

Twierdzenie 3.4.6. Jezeli rozszerzony cigg binarny E reprezentuje heksastrukt H, to
rozszerzony ciqgg binarny T(E) reprezentuje heksastrukt H' bedgcy odbiciem lustrzanym
heksastruktu H.

Dowdd. Niech E = Bg(E1)E2 bedzie rozszerzonym ciagiem binarnym reprezentujacym
heksastrukt H. Dowdd przeprowadzimy z wykorzystaniem indukcji strukturalnej ze

wzgledu na zlozonosé E.

Przypadek bazowy: Jezeli w(E) = 1, to E; i E2 sa ciaggami binarnymi. Na mocy
twierdzen i ciagi binarne 7(Bg0E1) = 7(Bo)17(E1) i T(BglEs) = 7(Bg)07(E3)
reprezentuja heksastrukty bedace odbiciami lustrzanymi heksastruktéw reprezentowanymi

przez ciggi binarne, odpowiednio, BoOE; i BglE>. Na mocy twierdzen [1.4.5| oraz [1.4.6

7(E) reprezentuje heksastrukt, ktory jest odbiciem lustrzanym heksastruktu H.

Zalozenie indukcyjne: Niech E;i oraz Eo beda rozszerzonymi ciggami binarnymi.
Zakladamy, ze T(E1) i T(E2) reprezentuja heksastrukty, ktére sa odbiciami lustrzanymi

heksastruktéw reprezentowanych przez ciagi, odpowiednio, E; i Es.

Krok indukcyjny: Na mocy twierdzenia i zalozenia indukcyjnego ciagi 7(By0E1)

oraz T(BglE3) reprezentuja heksastrukty, ktére sa odbiciem lustrzanym heksastruktow
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reprezentowanych przez ciagi, odpowiednio, BoOE; oraz BglEs. Zatem 7(E) reprezentuje

heksastrukt bedacy odbiciem lustrzanym heksastruktu H. O

Przyktlad 3.4.7. Na rysunku przedstawiliSmy heksastrukty reprezentowane przez roz-
szerzone ciggi binarne 01(0)11 7 7(01(0)11) = 10(00)1.

Przechodzimy do odwzorowania m, ktére polega na odwrdceniu oraz zamianie katéw

lewostronnych na prawostronne oraz prawostronnych na lewostronne rozwazanej $ciezki.

Twierdzenie 3.4.8. Jezeli cigg binarny B reprezentuje sciezke p, to cigg binarny n(B)

reprezentuje Sciezke p~L.

Dowaod. Teza twierdzenia wynika bezposrednio z wniosku O

Przyktad 3.4.9. Na rysunkach[3.19i[3.15 przedstawilismy heksastrukty bedgce Sciezkami
reprezentowane przez ciggi binarne 00001 oraz m(11110) = 00001.

Rysunek 3.13: Heksastrukty reprezentowane przez ciggi binarne, odpowiednio od lewej do
prawej, 00001 oraz 7(01111) = 11110.

Whiosek 3.4.10. Jezeli cigg binarny B reprezentuje heksastrukt H, to cigg binarny m(B)

rowniez reprezentuje heksastrukt H.

Twierdzenie 3.4.11. Jezeli rozszerzony cigg binarny E reprezentuje heksastrukt H, to

rozszerzony ciqg binarny n(E) réwniez reprezentuje heksastrukt H.

Dowdd. Niech (C;);er bedzie rozwinieciem rozszerzonego ciagu binarnego E reprezentuja-
cego heksastrukt H o pokryciu wlasciwym P oraz niech h(k) = g®)(0) i g(k) = «(k) + 1
dla kazdego k € N, przy czym g®) rozumiemy jako k-te zlozenie funkcji g. Ponadto
niech P1, P2 i P3 beda pokryciami wiasciwymi podheksastruktéw, odpowiednio, Hy, Ho
i H3 heksastruktu H reprezentowanych ciggami, odpowiednio, Cp(1)-1, Cr(1) 1 Ch(1)+1-
Woéwezas P; U Py U P3 = P oraz istnieja takie p; € P1, pa € P2 i p3 € P3, ze 1501 = 13_2 = 13_3
Dowdd przeprowadzimy z wykorzystaniem indukcji strukturalnej ze wzgledu na n € N,

dla ktorego Cp(n) jest ciggiem binarnym.

Przypadek bazowy: Jezeli n = 1, to Co jest ciagiem binarnym oraz P; = {p1}
i Py = {ps}. Ciag n(Cy) reprezentuje $ciezke g1 = pl‘1 oraz ciag m(Cs) reprezentuje Sciezke
qo = p;l. Ponadto go = g1 oraz gs = ps3. Pokrycie {g1, g2} U P5 réwniez jest pokryciem
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wlasciwym heksastruktu H, wiec rozszerzony ciag binarny n(Cs3)(C3)n(C1) = n(E)

reprezentuje H.

Zatozenie indukcyjne: Niech n € N. Zakladamy, ze dla wszystkich k € {1,2,...,n -1},
jezeli Cp(r) reprezentuje podheksastrukt Hj(x) heksastruktu H, to H(Ch(k)) rowniez
reprezentuje Hh(k)~ A% SZCZGg()anéCi zachodzi H(Ch(l)) = 7T(Ch(2))(Ch(2)+1)ﬂ(ch(2)_1),

a rozszerzony ciag binarny m(Cp(1)) reprezentuje heksastrukt Ho.

Krok indukcyjny: Jezeli Cp(2)-1 reprezentuje Sciezke pi, to m(Cp(2)-1) reprezen-
tuje g2 = p;'. Ponadto m(Cp(1)-1) reprezentuje sciezke g1 = py*. Wowczas g2 = q1 = ps.
Zatem n(Cs3)(C3)n(Cy1) = n(E) reprezentuje H. O

Przyklad 3.4.12. Na rysunkach i [3.15 przedstawilismy heksastrukty reprezento-
wane przez rozszerzone ciggi binarne 01(0)11, 7(01(0)11) = 1(11)01 oraz #(?)(10(00)1) =
00(01)0.

Ostatnim odwzorowaniem jest ¢, ktére polega na odwrdceniu ciagu binarnego. Wyniki
wynikajg z definicji 7 oraz twierdzenia

Twierdzenie 3.4.13. Jezeli cigg binarny B reprezentuje Sciezke p, to cigg binarny ¢(B)

reprezentuje $ciezke p’, ktora jest odbiciem lustrzanym Sciezki p.

Przykltad 3.4.14. Na rysunkach i [3.15 przedstawilismy heksastrukty bedgce Sciez-
kami, reprezentowane przez ciggi binarne 01111 oraz ¢(01111) = 11110.

Twierdzenie 3.4.15. Jezeli rozszerzony cigg binarny E reprezentuje heksastrukt H, to
rozszerzony cigg binarny ¢(E) reprezentuje heksastrukt bedgcy odbiciem lustrzanym hek-

sastruktu H.

Przyklad 3.4.16. Na rysunkach[3.1) i przedstawilismy heksastrukty reprezentowane
przez rozszerzone ciqgi binarne 01(0)11 oraz ¢(01(0)11) = 11(1)10.

Podsumowujac, jezeli heksastrukt H jest reprezentowany przez rozszerzony ciag bi-
narny E, to n(E) reprezentuje ten sam heksastrukt, lecz o pokryciu o poczatku w innym
wierzchotku, 7(E) reprezentuje heksastrukt bedacy odbiciem lustrzanym heksastruktu H
o tym samym poczatku co E oraz ¢(E) reprezentuje heksastrukt bedacy odbiciem lu-
strzanym heksastruktu H o innym poczatku niz E. Zauwazmy na zakonczenie rozdziatu,
ze na mocy twierdzenia [2.4.10] istnieje maksymalna liczba reprezentacji heksastruktu H

rozszerzonymi ciaggami binarnymi pochodzacymi od rozszerzonego ciagu binarnego E.

Whiosek 3.4.17. Jezeli E reprezentuje heksastrukt H, to 1™ (E) réwniez reprezentuje H,
przy czymn € {1,2,...,w(E)}.
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Rysunek 3.14: Heksastrukty reprezentowane przez rozszerzone ciagi binarne, odpowiednio
od lewej do prawej, 01(0)11 1 7(01(0)11) = 10(00)1.

aeS

Rysunek 3.15: Heksastrukty reprezentowane przez rozszerzone ciagi binarne, odpowiednio

od lewej do prawej, 1(11)01 i 7(1(11)01) = 00(01)0.

Rysunek 3.16: Heksastrukt reprezentowany przez rozszerzony ciag binarny ¢(01(0)11) =
11(1)10.
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Rozdziat 4

Algorytmy agregujace
heksastrukty

Ciagi binarne mozemy poréwnywaé, wykorzystujac do tego m.in. metryki oraz miary
odleglosci oraz czesciowe porzadki dla ciagéow. W pierwszym przypadku bedziemy roz-
wazali liczbe dzialan niezbednych do przeksztalcenia jednego ciaggu w drugi, np. poprzez
dodawanie oraz usuwanie elementéw, zamiane elementéw na inne oraz przestawianie ele-
mentéw miejscami. Ponadto mozemy preferowac jedne réznice wzgledem innych ze wzgledu
na pozycje bitéw w ciggach, przy czym réznice na poczatku ciagéw maja krytyczny wplyw
na wyglad heksastruktéw reprezentowanych przez rozwazane ciagi binarne. W drugim
przypadku popularne porzadki bezposrednio uwzgledniaja pozycje znakéw w badanych
ciagach i na tej podstawie porzadkuja je. W niniejszym rozdziale przedstawimy definicje
popularnych metryk oraz porzadkéw, zaproponujemy nowe metody uwzgledniajace wplyw
zmiany bitéw ciagu na réznice geometryczne heksastruktow oraz rozszerzymy stosowane
metody poréwnywania rozszerzonych ciggdéw binarnych. Stanowi to odpowiedZ na rozwa-
zania przedstawione w czwartym rozdziale pracy [16], w ktérej profesor Marek Gagolewski

podkresla konieczno$é rozwijania metod agregacji graféw oraz innych typoéw danych.

4.1 Agregacja z wykorzystaniem metryk

Poréwnywanie obiektéw za pomocg metryk stanowi powszechnie stosowang metode
oparta na solidnych podstawach matematycznych (patrz [§] oraz [36]). W tym procesie
wykorzystuje sie odwzorowania dwuargumentowe spelniajace trzy proste warunki. Na ich
podstawie opracowano wiele metod agregacji, np. w klasyfikacji statystycznej (patrz [9]
oraz [21]).

Przytaczamy definicje metryki dla dowolnego rodzaju obiektéw. Niech X bedzie nie-

pustym zbiorem. Metryka d: X% — [0, +00) jest odwzorowaniem, ktére spelnia warunki:
(i) identycznos$é nierozréznialnych, tj. d(a,b) =0 & a = b,
(ii) symetrie, tj. d(a,b) = d(b,a),
(iii) nieréwno$¢ trojkata, tj. d(a,c) < d(a,b) +d(b,c),
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dla wszystkich a, b,c € X.

Odlegtos¢ miedzy ciggami binarnymi oraz rozszerzonymi ciggami binarnymi nie wy-
nika w oczywisty sposob z definicji metryki. Ztozona postaé¢ rozszerzonych ciagdéw binar-
nych oraz sposob ich zdefiniowania w niniejszej pracy wymaga rozbudowania tego pojecia
oraz zbadania jego wlasnosci. Przyjmujemy, ze d jest ustalong dowolnie metryka na zbiorze
ciagéw binarnych.

Niech E,E’,E” € & oraz niech (Ci)icr, (Clierr i (C/)ier» beda rozwinieciami,
odpowiednio, E, E" i E”". Wéwczas definiujemy rekurencyjnie odwzorowanie d7;, ktore jest

rozszerzeniem miary odleglosci d dla ciagéw binarnych na rozszerzone ciagi binarne.

d(E,E"), E,E' € B,

min{d’,(E, C|,0C}) + d’,(C}1C}, 0),
d(E, C1C}) + d5(C|0CS, 0)},
di(E,E") = (4.1.1)

EeB E €&\ B,

d;(E',E), Ee€e&E\B,E € 8B,

min{d’(C,0Cy, C;0C}) + d%(C11C3, C}1C}),

E,E'e &\ B.
d;(Clng, Cing) + d:l(C11C3, C10C))},

Pokazemy, ze d7; jest metryka, dzielac dowod na czesci, w ktorych zbadamy poszcze-
gblne wlasnosci tego odwzorowania. Bezposrednio z definicji otrzymujemy nastepujacy

rezultat:
Twierdzenie 4.1.1. Odwzorowanie d}, jest symetryczne.
Twierdzenie 4.1.2. Odwzorowanie d}; jest nieujemne.

Dowdd. Dowdd przeprowadzimy z wykorzystaniem indukcji strukturalnej ze wzgledu na

zlozono$é argumentéw réznego typu:
(i) E,E’ € B,

(ii) E€Boraz E' € 8\ B,

(iii) E,E' € &\ B.
W przypadku (i) nieujemnos$¢ wynika bezposrednio z wlasnoéci metryki d.
Przypadek bazowy (ii): Jezeli w(E’) = 2 oraz (C!)icp jest rozwinigciem rozsze-
rzonego ciggu binarnego E’, to €5, C5 € B, a stad

d'(E, C0C)) + d5(C]1CL, 0) = d(E, C|0C) +d(C]1C5,0) > 0 (4.1.2)

oraz

d%(E, Cj1CY) + d'(C0Ch, 0) = d(E, C]1C4) + d(C,0C}, 0) > 0. (4.1.3)
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Zatem d},(E,E’) 2 0.

Zalozenie indukcyjne (ii): Niech n € N, niech w(E’) = n oraz niech d}(E,F’)
bedzie nieujemne dla takich F’ € (C));err, ze w(F') <n, tj. gdy i € I’ \ {0}.

Krok indukcyjny (ii): Na mocy zalozenia indukcyjnego spelnione sa nieréwno-

$ci oraz , a zatem d(E,E’) 2 0.

Przypadek bazowy (iii): Jezeli w(E) = w(E’) = 2, to C1,C2,C3,C;,C;,C, € B,
a stad

d%(C10Cy, C0Ch) + d(C11C3, C}1Ch) = d(C10Cy, C0Ch) +d(C11C3,C{1CS) > 0 (4.1.4)
oraz
d(C10Cy, C|1Ch) + d5(C11C3, C|0CS) = d(C10Cs, C;1Ch) + d(C11C3, C|0C,) > 0. (4.1.5)

Ze wzgledu na dwuargumentowos¢ odwzorowania d; oraz twierdzenie dowdd dzie-
limy na nastepujace przypadki:

(ili.a) w(E) =2 i indukcja ze wzgledu na w(E’) € N,
(iii.b) w(E) = n dla pewnego n € N i indukcja ze wzgledu na w(E’) € N.

Zalozenie indukcyjne dla (iii.a): Niech w(E) = 2, niech w(E’) = n’ € N
oraz niech d,(C10C2, F’) > 0 i d;,(C11Cs,F’) > 0 dla kazdego takiego F' € (C})ier,
ze w(F’) € {1,2,...,n" =1}, tj. gdy i € I’ \ {0}.

Krok indukcyjny dla (iii.a): Na mocy wniosku [2.2.7 oraz zalozenia induk-
cyjnego d*(C10C5,Cj0C)) > 0, d(Ci0Cy, C{1C,) > 0, dy(C11C3,Cl0C,) > 0

oraz d}(C11C3,C{1C}) > 0. Zatem spelnione sa nieréwnoéci (4.1.4) oraz (4.1.5),
a stad d%(E,E’) > 0.

Zalozenie indukcyjne dla (iii.b): Niech w(E) = n dla pewnego n € N, niech
w(E’) = n’ € N oraz niech d;(C10Co, F’) > 01 d};(C11C3, F’) > 0 dla kazdego takiego
F' € (C)ier, ze w(F') € {1,2,...,n" = 1}.

Krok indukcyjny dla (iii.b): Analogicznie do dowodu kroku indukcyjnego
dla (iii.a), na mocy wniosku oraz zalozenia indukcyjnego d’(C10Cs, C{0C)) = 0,
d’(C10Co, C11C3) 2 0, d,(C11C3, C10CY) > 0 oraz d;(C11C3, C{1C5) > 0. Zatem spelnione

sg nieréwnosci (4.1.4) oraz (4.1.5), a stad d*(E,E") = 0. |
d

Twierdzenie 4.1.3. JezZeli E jest rozszerzonym ciggiem binarnym, to
d:}(E,(D) = dZ(C10C2,®) +d:}(C11C3,0). (4.1.6)
Twierdzenie 4.1.4. Jezeli E jest rozszerzonym ciggiem binarnym, to d;(E,0) > 0.
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Dowdd. Dowdd przeprowadzimy z wykorzystaniem indukcji strukturalnej ze wzgledu na

zlozono$é¢ rozszerzonego ciagu binarnego E. Zauwazmy, ze gdy E jest rozszerzonym cia-

giem binarnym, to na mocy twierdzenia wzoér (4.1.1) upraszcza sie do postaci (4.1.6)).

Przypadek bazowy: Jezeli w(E) = 2, to Co, C3 € B. Wowczas C10C2 # 0 oraz C11Cs # 0,
a stad d(C10Co,0) >0 oraz d(C11Cs3,0) > 0. Zatem d},(E, 0) > 0.

Zaltozenie indukcyjne: Niech w(E) = n dla pewnego n € N\ {1,2}. Zalézmy, ze
d’,(F,0) >0 dla kazdego takiego F € &, ze w(F) <n.

Krok indukcyjny: Z  zalozenia  indukcyjnego  mamy  d(C10C2,0)>0
oraz d;(C11C3,0)>0. Teza wynika bezposrednio z wykorzystania tych nieréwnosci
w twierdzeniu 1.3 o

Uwaga 4.1.5. Niech B € B. Jeieli E' € E\ B, to d}(B,E’) > 0.
Uwaga 4.1.6. Niech E,E’ € &. JeZeli w(E) # w(E’), to d;,(E,E") > 0.

Dowod. Dowédd przeprowadzimy z wykorzystaniem indukcji strukturalnej ze wzgledu
na zlozonos¢ ciagéw E oraz E’. Na mocy symetrii d); zalézmy bez straty ogélnosci, ze
w(E) <w(E").

Przypadek bazowy: Jezeli w(E) = 1, to teza wynika bezposrednio z wniosku

Zaltozenie indukcyjne: Niech w(E) = n oraz w(E’) = n’ dla takich n,n’ € N,
ze n<n'. Zalézmy, ze d(F,F’)>0 dla takich F,F' € &, ze w(F)<n, w(F')<n’
oraz w(F) # w(F’).

Krok indukcyjny: Na mocy zalozenia indukcyjnego istnieja takie ng,ng,nj,n; € N,
ze n = ny +n3, n’ = ny+n;, w(Ca) = ng, w(C3) = n3, w(Cy) = njy oraz w(Cy) = ni.
Zauwazmy, ze spetniona jest jedna z nieréwnosci ng <nl, oraz nz <nj lub jedna z nieréw-
nosci ng <nj oraz nz<nj. Zatem na mocy zalozenia indukcyjnego spetniona jest jedna
z nieréwnosci d},(C10C2, C{0C3) >0 oraz d};(C11C3,C{1C5) >0 lub jedna z nier6wnosci
d’,(C10Co, C11C%) > 0 oraz d;(C11C3, C10C)) > 0. Wéwcezas

d,(C10Cy, C,0C,) + d’y(C11Cs, C}1C4) >0

oraz
d5(CL0Cy, C}1Ch) + d5(C11C3, C,0Ch) > 0.

O

Twierdzenie 4.1.7. Rozszerzone ciggi binarne E oraz E’ sq¢ rowne wtedy i tylko wtedy,
gdy d3(E,E") = 0.

Dowdd. Przypomnijmy, ze rozszerzone ciagi binarne E oraz E’ sa réwne wtedy i tylko
wtedy, gdy C10C2 = C{0C} oraz C11C3 = C{1C;. Na mocy wniosku [2.2.14} jezeli E = E’,
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to w(E) = w(E"). Ponadto, na mocy wniosku jezeli d(E,E') = 0, to w(E) = w(E’).
Zatem zakladamy, ze w(E) = w(E’) w dowodach w obie strony. Dowdd przeprowadzimy
z wykorzystaniem indukcji strukturalnej ze wzgledu na zlozonosé rozszerzonych ciggéw

binarnych E oraz E’.

Przypadek bazowy (=): Jezeli w(E) = 2 = w(E’), to C1,C3,C3,C],C},C; € B.
Stad oraz z wlasnoéci metryki d mamy:

d,(C10C2, C|0CY) + d’(C11Cs, C|1CY) = d(C10Co, C|0C)) +d(C11Cs, C|1C%) = 0. (4.1.7)
Zatem d},(E,E’) = 0.

Zalozenie indukcyjne (=): Niech w(E) = n = w(E’) dla pewnego n € N. Za-
16smy, 7e d%(F,F’) = 0 dla takich F € (Cies i F' € (Cllicr, 26 F = F', w(F)<n
oraz w(F') <n, tj. gdy C; = C] oraz i # 0.

Krok indukcyjny (=): Réwnos¢ d(E,E’) = 0 wynika bezposrednio z réwno-
Sci (4.1.7)) oraz z zalozenia indukcyjnego.

Przypadek bazowy (<): Jezeli w(E) = 2 = w(E’), to, na mocy wlasno$ci me-
tryki d, mamy:

d(C10Cy, C10C)) + d(C11Cs,C11C5) =0
wtedy i tylko wtedy, gdy d(C10C2,Cj0C)) = 0 oraz d(C11C3,C{1C5) = 0. Stad
C10Cy = C]0C) oraz C11C3 = C{1C%, a tym samym E = E’.

Zaltozenie indukcyjne (&): Niech w(E) = n = w(E’) dla pewnego n € N. Za-
lozmy, ze jezeli &) (F, F’) = 0 dla takich F,F’ € &, ze w(F) <n oraz w(F’) <n, to F = F'.

Krok indukcyjny (<=): Na mocy nieujemnosci odwzorowania d}, zachodzi, ze
d(E,E’) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy d},(C10C2, C{0C)) = 0 oraz d},(C11C3, C{1C5) = 0.
Na mocy zalozenia indukcyjnego, C10Cs = C]0C) oraz C11C3 = C{1C}. Zatem E = E’. O

Twierdzenie 4.1.8. Odwzorowanie d}; jest metrykq wtedy i tylko wtedy, gdy d jest me-
trykq.

Zauwazmy jeszcze pewng wlasnosé tak zdefiniowanej metryki d¥, ktéra wynika bez-
posrednio z nieréwnosci trojkata oraz z twierdzenia [4.1.3, a mianowicie réznica miedzy
rozszerzonym ciagiem binarnym a pustym ciagiem binarnym nie jest mniejsza niz réznica

miedzy sktadowymi tego rozszerzonego ciggu binarnego.

Wniosek 4.1.9. Jeieli E jest rozszerzonym ciggiem binarnym, to d(E,0) =
d’(C10Co, C11C3).

Uwaga 4.1.10. W podrozdziale[B.5 prezentujemy implementacje miary odleglosci dla cig-

gow binarnych oraz rozszerzonych ciggow binarnych.

W kolejnych czedciach bedziemy badac¢ konkretne metryki dla ciggéw binarnych

oraz ich wplyw na poréwnywanie heksastruktéow.
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4.1.1 Odleglo$s¢ Hamminga

Odlegtos¢ Hamminga jest jedna z najprostszych metryk wykorzystywanych do pordw-
nywania ciagéw znakéw tej samej dlugosci (patrz [8]). Informuje o liczbie pozycji, na
ktorych dane obiekty sie réznia.

Niech n € N i niech By = boobo,1...bon-1 oraz By = b1ob1,1...b1,-1. Odleglosé
Hamminga dg: {0,1}" x {0,1}" — R dana jest wzorem:

dy(Bo,By) = |{k € {0,1,...,n—1}: box # b1 x}|. (4.1.8)

Ze wzgledu na ograniczony alfabet rozwazanych ciagéw znakéw (0 i 1) upraszczamy
wzor (4.1.8) do nastepujacej postaci:

Twierdzenie 4.1.11. Jezelin € N, By = b0,0bO,l A bo,n_1 oraz B1 = bl,Obl,l e bl,n—l; to

n—1

dp(Bo, B1) = Z|b0,i — byl
=0

Zbadamy uzytecznosé odlegtosci Hamminga do poréwnywania heksastruktow reprezen-
towanych przez ciaggi binarne oraz rozszerzone ciggi binarne. Najistotniejszym ogranicze-
niem tej metryki jest poréwnywanie ciagdéw tylko tej samej dtugosci (por. przyklady
oraz . Zatem liczba potencjalnych zastosowan radykalnie si¢ zmniejsza. Ponadto
w przyktadzie pokazujemy, ze ciagi binarne o réznicach na skrajnych bitach moga

by¢ tak samo podobne, jak te o réznicach, ktore dzieli mniejsza liczba indekséw.

Przyktad 4.1.12. Rozwazamy ciggi binarne 10000, 00100, 00001. Wowczas
dy (10000, 00100) = dg(10000,00001) = dg(00100,00001) = 2.

Zatem rozwazane ciqggi s¢ tak samo rozne od siebie.

Przyklad 4.1.13. Rozwaimy ciggi binarne 1011001 oraz 0110111. Wowczas
dy(1011001,0110111) = 5. Zatem nalezy zmienic¢ bity na pieciu pozycjach, aby z ciggu
binarnego 1011001 otrzymad cigg binarny 0110111.

Przyklad 4.1.14. Rozwazamy rozszerzone ciqgi binarne 00(01)11 oraz 10(10)10. Na mocy
wZoTY mamy:

dg,, (00(01)11,10(10)10)
= min{dy (00001, 10010) + d5 (00111, 10110), d5 (00001, 10110) + d5 (00111, 10010)}
=min{3 + 2,4 + 3}
= 5.

4.1.2 Rozszerzona odleglos¢ Hamminga

Pierwszym krokiem zwiekszania uzytecznosci miary Hamminga jest rozszerzenie jej
wzoru na ciggi binarne o réznych dlugosciach. Zaczniemy od ogdlniejszej postaci, w kto-

rej krotszy ciag poréwnujemy z podciggiem dluzszego ciggu. Niech ng,n; € Ny, n =

78



min{ng, n1}, N = max{ng,m1}, p = arg mingc g 1} nx oraz

N, n=0,

d[r-rll*(BO’ Bl) = n-1
N-n+ Zi:O |bp,i - bl—p,i+m , n>0.
dlam e {0,1,...,N —n}.
Twierdzenie 4.1.15. Odwzorowanie d%* jest metrykg.

Dowdd. Niech By, B1, B beda ciagami binarnymi o dlugosciach, odpowiednio, ng, ni,ns €
N. Zauwazmy, ze symetria d?,, wynika bezpogrednio z symetrii funkeji min, max oraz war-
tosci bezwzglednej réznicy.

Zatézmy, ze ng < ny. Jezeli ng = 0, to d%*(Bg, B1) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy n; =0,
czyli gdy oba ciagi sa puste. Jezeli ng > 0, to d?,.(Bo, B1) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy

no—1
ny—np + |bo,i — b1,i| =0,
=0

tj. ny =ng oraz by; = by; dlai € {0,1,...,n9 -1}, tzn. By = By.
Podzielimy dowo6d nieréwnoéci trojkata na podproblemy ze wzgledu na wzajemne re-

lacje miedzy ng, ny oraz ns.
e Jezeling=n; =ny =0, to
d%.(Bo, B1) + d%.(B1, Bz) = 0 = d%.(Bo, Ba).

e Jezeli ng = ny =0 oraz ny > 0, to

d%.(Bo, B1) + d%.(B1, Bz) = 0 + ny = d%.(Bo, B).
e Jezeli ng = ny =0 oraz ny > 0, to

d%.(Bo, B1) + d%.(B1, B2) = ny +ny > d%.(Bo, Ba).
e Jezeli ny = ny =0 oraz ng > 0, to

d?-[*(BO,Bl) + dOH*(Bl, Bg) =ng+ 0= dOH*(Bo, 32).

e Jezeli ng =0 oraz 0 < ny < no, to

ni—1
d%.(Bo, B1) + d%.(B1, Ba) = ny +ny —ny + Z |b1,i = ba il
i=0
> n9
= dY%.(Bo, Ba).
e Jezeli ng =0 oraz 0 < ny < ny, to
na—1
d%.(Bo, B1) + d%.(B1, Ba) = ny +ny —ng + Z |b1,i — ba il
i=0

ZI’LQ

= d?—]* (B07 BQ)
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e Jezeli ny =0 oraz 0 < ng < ny, to

d%.(Bo, B1) + d%.(B1, Ba) = ng + na

no—1
>ng + Z |b1,i — bal
i=0
no—1
>ng —ng+ |b1,i — bail
i=0
= dY%.(Bo, Ba).
e Jezeli ny =0 oraz 0 < ny < ng, to
d%.(Bo, B1) + dyy.(B1, Ba) = ng + n2
no—1
> ng + Z |b1,i — bl
i=0
no—1
>ng—ng + |b1,i — Dol
i=0
= d%.(Bo, Ba).
e Jezeli no =0 oraz 0 < ng < ny, to
no—1
dY.(Bo, B1) + dYy.(B1, Ba) = ny —ng + Z |b1,; — bai| +nq
i=0
> ng
= d?q* (BO7 BQ)
e Jezeli no =0 oraz 0 < ny < ng, to
ni—1
dYy.(Bo, B1) + dYy.(B1, B2) = ng —ny + |b1,; — ba;i| +ny
i=0
ni—1
=np + Z |b1,i — ba,il
i=0
> no
= dY.(Bo, B2).
o Jezeli 0 < ng < ny < ng, to mamy:
no—1 ni—-1
dV.(Bo, B1) + d%.(B1, Ba) = ny —ng + Z |bo,i — b1,i| + no —ny + Z |b1,i = bail
i=0 i=0
no—1
> ny —ng + |bo,i — b2l
i=0

= d%.(Bo, B).
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o Jezeli 0 < ng < ny < 11, to mamy:

no—1 no—1
d.(Bo, B1) + d%.(B1, Ba) = ny — ng + Z |bo,i — b1,i| +n1 —ng + Z |b1,i = bl
i=0 i=0
no—1
> ng —np + |bo,i — b2
i=0

= dY.(Bo, B).

e Jezeli 0 < ny < ng < ng, to mamy:

ni—1 ni—1
d.(Bo, B1) + dyy.(B1, B2) = ng — ny + Z |bo,i — b1,il +n2 —ny + Z |b1,i = bail
i=0 i=0
no—1 ni—1
>ng —ny+ Z 1+ Zlbo,i—bg’”
i=m i=0
no—1
> ng —ng + |bo,i — ba,il
i=0

= dV.(Bo, B).

e Jezeli 0 < ny < ng < ng, to mamy:

ni—1 ni—1
dyy.(Bo, B1) + d}y.(B1,B2) = no—my+ Y |boi=bil +nz=ni+ ) |bi; - bl
i=0 i=0
na—1 ni—1
>ng—ny+ Z 1+ Zlbo’i—bzﬂ
i=ny i=0
no—1

> ng—ng + Z |bo,i — b2
=0
= d%.(Bo, B).

o Jezeli 0 < ng < ng < n1, to mamy:

no—1 na—1
d.(Bo, B1) + dYy.(B1, Ba) = ny —ng + Z |bo,i — b1,i| +n1 —ng + Z |b1,i — bo il

i=0 i=0

no—1

>ng—ng + Z |bo,i — b2l
i=0
= d%.(Bo, B).

e Jezeli 0 < ny < np < ng, to mamy:

ni—1 nao—1
d.(Bo, B1) + d%.(B1, B2) = ng — ny + Z |bo,i — b1,i| +n1 —ng + Z |b1,i = bl

i=0 i=0

na—1

> ng —ng + Z |bo,i — b2
i=0
= dY.(Bo, B).
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Przyktad 4.1.16. Rozwazmy ciggi binarne 000, 1000 oraz 01000. Wowczas
d};.(000,1000) = 1,

d}.(1000,01000) = 1

oraz
d};.(000,01000) = 3.

Stqd
d;.(000, 1000) + d ;. (1000,01000) < df;. (000, 01000).

Zatem odwzorowanie d’.

e nie musi spetniaé warunku tréjkqta dla j # 0, a tym samym nie

jest metrykg.

Twierdzenie [4.1.15| oraz przyktad [4.1.16] pokazuja, ze przy takim sposobie rozszerze-
nia odlegloéci Hamminga jedynym prawidlowym kierunkiem zdefiniowania odwzorowania

mierzacego odleglo$ci miedzy ciggami binarnymi réznych dlugoéci, ktore jest metryka,
jest poréwnywanie kolejnych bitéw obu ciagéw, poczynajac od pierwszych indekséw. Za-

s . . . 30
tem rozszerzong odlegloscia Hamminga nazywamy odwzorowanie dy+ = dy,..

Twierdzenie 4.1.17. Jezeli By i B1 sq niepustymi ciggami binarnymi o diugosciach,
odpowiednio, ng i ny, oraz n = min{ng,n1} ¢ N = max{ng,n1}, to
dy-(Bo, B1) = Z |bo,i — b1i| + Z L.
0<i<n n<i<N
Twierdzenie prezentujemy w celu ulatwienia jego poréwnania z metryka przed-

stawiona w kolejnym podrozdziale.

4.1.3 Rozszerzona wazona odleglo$¢ Hamminga

Kontynuujemy proces rozszerzania metryki Hamminga. Naszym kolejnym krokiem jest
nadanie wigkszej istotnosci réznicom miedzy ciagami binarnymi na wczesniejszych indek-
sach. Niech np,n1 € N oraz niech Bo = b0,0bO,l e bO,nO—l i Bl = bl,()bl,l RN bl,nl—l b(@d@

ciagami binarnymi oraz niech w: Ny — R,. Rozwazamy odwzorowanie d,, g+ dane wzorem:
0, N =0,

dwh+(Bo, B1) = { Yo<ien w(i), n=0, (4.1.9)
Yo<i<n W) - 1boi = bril + Xp<iany w(i), n>0.

Twierdzenie 4.1.18. Niech Bg i B1 bedg ciggami binarnymi o diugo$ciach, odpowiednio,

ng,n1 € N, niech n = min{ng,n1} ¢ N = max{ng,n1} oraz niech w: N — R,. Wowczas
odwzorowanie dy, g+ dane wzorem jest metrykq.

Dowdod. Nieujemno$é oraz symetria odwzorowania d,, g+ wynika bezposrednio z nieujem-
noéci i symetrii wartoéci bezwzglednej oraz z nieujemnosci funkcji w. Niech ng,ni,ns € N
oraz niech Bo = b0,0bO,l e bO,no—la Bl = bl,(]bl,l e bl,nl—l i BQ = bg,obg,l e bg,@_l de@
ciagami binarnymi. Sprawdzamy warunek trdojkata dla wszystkich mozliwych zaleznosci

miedzy ni, no i ns.
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o Jezeling =ny =ng =0, to
dyu+(Bo, B1) + dywh+(B1, B2) = 0 = d\,g+(Bo, B2).

o Jezeli ng = ny = 0 oraz ny > 0 (lub ny = ng = 0 oraz ny > 0 z wykorzystaniem

symetrii), to

dwh+(Bo, B1) + dywh+(B1,B2) =0+ Z w(i) = dwh+(Bo, B2).

05i<n2
e Jezeli ng = ny =0 oraz ny >0, to

dwr (Bo, B1) + dwr (B, B)) = ) w(@d)+ > w(i)

0<i<ny 0<i<ni

>0
= dyu+(Bo, B2).

o Jezeli ngp =0 oraz 0 < ny <ng (lub ng =0 oraz 0 < ng < nyp), to

dwrr(Bo, B1) + dyr (Bi,Bo) = ) w(i)+ D w(i)-|bri—bail+ >, w()

0<i<ny 0<i<ny ny<i<ng

> > wii)

0<i<ng
= dywh+(Bo, B2).
o Jezeli ng =0 oraz 0 < ng < ny (lub ng =0 oraz 0 < ny < ng), to

dwi(Bo, B1) + dwi(Bi,Bo) = Yo w(@d)+ > wi)-bri=bogl+ D, w()

0<i<ny 0<i<ns na<i<ni

> Z w (i)

0<i<ny

> > wii)

0<i<ng
= dwnu+(Bo, B2).
e Jezeli ny =0 oraz 0 < ng < no, to

dwr+ (Bo, B1) + dwp+ (B, B2) = ) w(@i)+ > w(i)

0<i<ng 0<i<na

> > w()

0<i<ng

> Y w@i)-bri—bail+ Y w()

0<i<ng no<i<ng

= dyn+(Bo, B2).
e Jezeli ny =0 oraz 0 < ny < ng, to

dwir (Bo, B1) + dwrr(Bi, Bo) = > w(i)+ > w(i)

0<i<ng 0<i<ng

> > w()

0<i<ng

> 3w bri—bail+ Y. w()

0<i<ng na2<i<ng

= dWH* (B()a BQ)
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o Jezeli ng < ny < ng (lub ng < ny < ny z wykorzystaniem symetrii), to

dywh+(Bo, B1) + dywp+(B1, B2) =

= > w@) - lboi=bul+ D w@+ D w@ - Ibri=bal+ > wli)

0<i<ng no<i<ni 0<i<ny ni<i<ng
= > w@ - lboi—bid+ Y w(i)-lbri=bail+ > w()

0<i<ng 0<i<ny ng<i<ng

> > w(@) - lboi—bil+ Y w(i)-lbri—bail+ Y w(i)

0<i<ng 0<i<ng no<i<ng

> Y wi)-lboi—bail+ Y. w()

0<i<ng no<i<ng

= dywn+(Bo, B2).

o Jezeli ng < ng < ny (lub ng < ny < ny z wykorzystaniem symetrii), to

dywh+(Bo, B1) + dywp+(B1, Ba) =

= DL w@) - lboi—buil+ Y wiy+ D w@ - [bii—bail+ D, w()

0<i<ng no<i<ni 0<i<no no<i<ni

> > ow@)-lboi—bid+ D w@+ D w@ - lbii—boil+ D w()
0<i<ng no<i<ni 0<i<ng no<i<ni

> Y w(@) - lboi—bail+ D w@)+ D w(i)

0<i<ng no<i<ni na<i<ni

> Y wi)-lboi—bal+ Y w@d+ > w(i)

0<i<ng no<i<ng no<i<ni

= > w(@) - lboi—bail+ D, w(i)

0<i<ng ng<i<ng

= dyn+(Bo, B2).
o Jezeli ny < ng < ng (lub ny < ng < ny z wykorzystaniem symetrii), to

dywr+(Bo, B1) + dywp+(B1, B2) =

= > w@) - lboi—bul+ D w@+ D w@ - Ibri—bal+ > wli)

0<i<ni ny1<i<ng 0<i<ny n1<i<ns
> > w(@) - lbos—bail+ Y wi)+ Y w(i)

0<i<niy n1<i<ng ny<i<ng

> Y wi)-boi—bail+ Y. w(i)

0<i<ng ni<i<ng

> Y wi)-lbos—bail+ Y. w(i)

0<i<ng no<i<ng

= dywn+(Bo, B2).

O

Uwaga 4.1.19. Jezeli w(i) = 1 dla wszystkich i € Ny, to dywpy- = dp+ (por. twierdze-
W niniejszej pracy rozwazamy wagi bedace odwrotnosciami kolejnych poteg dwdjki.
Odwzorowanie d,,p+ dane wzorem (4.1.9)), gdzie w(i) = 27, nazywamy rozszerzong wa-

zong odlegltoscia Hamminga.
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Przyktad 4.1.20. Rozwazamy rozszerzone ciggi binarne 1(111)11 oraz 01(0101)010101.

Wowczas dla rozszerzonej wazonej odlegtosci Hamminga mamy:

dywpg+(10111,0100101) = 1.92,

dwr+(1111,011010101) = 1.25,
dwp-(10111,011010101) = 1.68,

dywp+(1111,0100101) = 1.48.

Stad
d;  (1(111)11,01(0101)0101010) = 2.16.

4.1.4 Odleglo$¢ Levenshteina

Oprécz odlegtoéci Hamminga rozwazamy réwniez inng popularng metryke. Odlegltosé
Levenshteina polega na przeksztalceniu jednego ciagu w drugi poprzez wstawianie, usu-
wanie oraz zamiane bitéw (patrz [4]). Liczbe takich operacji zwraca odwzorowanie dy,

ktore jest dane wzorem rekurencyjnym:

ni, no =0,
no, ny =0,
dr(Bo,B1) = (4.1.10)
dr (B}, B}), bo,0 = b1,0
1+ min {dy (B}, B1),dr(Bo, B}).d(B}, B})}, w pp.,

gdzie 36 = bo’lbo,g e bO,no—l i B,l = bl’lbl’g e bl,nl—l-

Przyktad 4.1.21. Rozwazamy ciggi binarne 01 oraz 110. Obliczamy dy (01, 110) zgodnie

ze wzorem . Mamy:

dr(0,1) =1+ min{d.(0,1),d.(0,0),d.(0,0)}
=1+ min{1,1,0}

=1
oraz:
dr(01,10) = 1 + min {dy(1,10),dr(01,0),dr(1,0)}
=1+ min{l,1,1}
=2.
Sted

dr(01,110) = 1 + min {d.(1, 110), d (01, 10),dr(1,10)}
=1+ min{2,2,1}
=2.
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Przykltad 4.1.22. Rozwazamy rozszerzone ciggi binarne 1(111)11 oraz 01(0101)010101.
Wowczas
dyr (10111,0100101) = 3,

dp(1111,011010101) = 4,
d;(10111,011010101) = 4,
dr(1111,0100101) = 5.
Stad
d;L (000(1100)111,10(10)1010) = 7.
4.1.5 Medoid

Medoid jest obiektem matematycznym powszechnie wykorzystywanym, miedzy innymi
w analizie skupien (patrz [25]). Niech € bedzie zbiorem wszystkich ciagéw binarnych
oraz rozszerzonych ciggdéw binarnych, niech d: €x € — [0, +o0) bedzie metryka oraz niech
& bedzie skonczonym podzbiorem zbioru €. Element E € &, dla ktérego suma odlegtosci

od wszystkich elementéw zbioru & jest mozliwie najmniejsza, tj. dany wzorem:

E =argmin ) d(E',F),
E’e& Fe&

nazywamy medoidem zbioru &.

Przyktad 4.1.23. RozwazZamy metryke Hamminga dg oraz ciggi binarne {00,01, 10}.

Wowczas
dy(00,01) =1,
dy(00,10) =1
oraz
dy(01,10) = 2.

Element 00 jest medoidem dla tego zbioru ciggow binarnych.

Nastepujaca obserwacja jest kluczowa dla wykorzystania medoidu w analizie zbioru cia-
géw reprezentujacych heksastrukty. Poniewaz medoid jest wybierany sposrdéd elementéw
tego zbioru jako ciag, dla ktorego suma odlegltosci od pozostatych ciagéw jest najmniejsza,
gwarantuje to, ze w wyniku agregacji otrzymamy réwniez ciag reprezentujacy heksastrukt.
Dzieki temu nie zachodzi obawa, czy medoid zachowuje wlasciwosci heksastruktu, ponie-

waz jest to zapewnione przez konstrukcje metody.

Whiosek 4.1.24. JeZeli M jest medoidem dla zbioru ciggow binarnych oraz rozszerzonych

ciggow binarnych reprezentujgcych heksastrukty, to M rownieZ reprezentuje heksastrukt.

Zauwazmy, ze medoid nie zawsze jest wyznaczony jednoznacznie. W takich przypad-
kach, aby uzyskaé¢ doktadnie jednego reprezentanta zbioru, konieczne jest zastosowanie
alternatywnej metryki lub dodatkowej metody agregacji dla otrzymanych kandydatow na

medoid.
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Przyktad 4.1.25. Rozwazamy metryke Hamminga dg oraz ciggi binarne 0 ¢ 1. Wowczas

kazdy z tych ciggéow moze byé medoidem zbioru {0,1}.
Ogdlniej mozemy wyciagnaé nastepujacy wniosek na podstawie przyktadu [4.1.25

Whiosek 4.1.26. Jezeli agregowany zbior ciggow jest dwuelementowy, to kazdy jego ele-

ment jest medoidem.

Przypadek opisany we wniosku [4.1.26| nie obejmuje wszystkich sytuacji, w ktorych

medoid jest wyznaczony niejednoznacznie.

Przyktad 4.1.27. Rozwazamy metryke Hamminga dg oraz ciggi binarne 001, 010 ¢ 100.

Wowczas

dy(001,010) = 2,
dp(001,100) = 2

oraz
dy(010,100) = 2.

Zatem kazdy z tych ciggow moze by¢ medoidem.

4.2 Agregacja z wykorzystaniem porzadkow

Porzadki cze$ciowe dostarczaja kolejnych metod agregacji heksastruktéw (patrz [20]
oraz [37]). Wykorzystanie porzadkéw umozliwia bardziej intuicyjna interpretacje oraz kla-
syfikacje wynikow w poréwnaniu z metrykami, a tym samym pozwala na glebsze zrozu-
mienie zaleznosci strukturalnych. W przypadku ciggéw binarnych mamy do dyspozycji
wiele istniejacych porzadkow dla ciagéw liczbowych oraz tekstowych, np. porzadek lek-
sykograficzny. Wowczas celem agregacji mozemy wykorzystaé¢ ograniczenie dolne i gorne
oraz infimum i supremum rozwazanego zbioru obiektéw z wykorzystaniem porzadkéw (por.
podrozdzial [1.F)).

Porzadkowanie ciagéw jest bardziej intuicyjne, a tym samym prostsze ze wzgledu na
powszechne wystepowanie porzadkow oraz ich wykorzystanie w wielu dziedzinach nauki.
Tym samym porzadkowanie heksastruktéw reprezentowanych przez ciagi binarne nie sta-
nowi problemu. Bardziej interesujacymi przypadkami sa poréwnywanie ciagéw binarnych
z rozszerzonymi ciggami binarnymi oraz poréwnywanie samych rozszerzonych ciggdéw bi-
narnych. Niech B bedzie ciggiem binarnym, niech E = Bo(E1)E2 bedzie rozszerzonym
ciggiem binarnym oraz niech < bedzie porzadkiem na zbiorze ciggdéw binarnych. Rozsze-
rzamy porzadek < na ciagi binarne oraz rozszerzone ciagi binarne. Powiemy, ze B jest nie
wiekszy niz E, gdy B < BgOE; lub B < BglE>, co oznaczamy B < E. Intuicyjnie ciag bi-
narny jest nie wiekszy od rozszerzonego ciggu binarnego, gdy jest nie wigkszy od jednego

z ciggoéw binarnych zawartych w rozszerzonym ciggu binarnym.

Przyktad 4.2.1. Niech B = 010101 ¢ niech E = 01(01)01. Wéwczas B < E, gdy 010101 <
01001 lub 010101 < 01101.
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Zastosowanie analogicznego podejscia do poréwnywania ciagéw binarnych oraz roz-
szerzonych ciagéw binarnych nie jest mozliwe. Stwierdzenie porzadku na podstawie tylko
jednego podciggu rozszerzonego ciagu binarnego doprowadzi do sytuacji, w ktérej cata
rodzina ztozonych rozszerzonych ciagéw binarnych bedzie ograniczona przez prosty ciag

binarny.

Przyktad 4.2.2. Niech B = 001 i niech E = 0(0)0. Jezeli BoOE1 < B, tj. 000 < 001,
i stwierdzamy, ze E < B, to Bo(E1)E} < B dla kazdego E}, € &. Wowczas zaréwno 0(0)11 <
001, jak ¢ 0(0)01010101010101 < 001.

Stad poréwnywanie ciagéw binarnych oraz rozszerzonych ciagdéw binarnych w te strone
silnie zalezy od kontekstu oraz charakterystyki problemu, w jakim metoda ta ma zostaé
wykorzystana. Tym samym nie zaproponujemy ogoélnej metody poréwnywania rozszerzo-
nych ciagéw binarnych z wykorzystaniem porzadkdéw, a jedynie jeden z wariantéw, ktory
zapewni spdjnosé z poréwnywaniem ciagéw binarnych oraz rozszerzonych ciagéw binar-
nych.

Niech E = Bo(E1)E2 i E’ = B{(E])E}, beda rozszerzonymi ciggami binarnymi. Powiemy,
ze E jest nie wigkszy niz E’, gdy BoOE1 < B{0E] oraz BolEz < B(1E, co oznaczamy
E<E'.

Przyktad 4.2.3. Niech E = 0(0)0 ¢ E’ = 1(1)1. Wéwczas E < E’, gdy 000 < 101

oraz 010 < 111. Podobnie E' < E, gdy 101 < 000 oraz 111 < 010.

Ponizej prezentujemy ograniczenia tak zdefiniowanego porzadku dla rozszerzonych cig-

géw binarnych.

Przyktad 4.2.4. Niech By, By, B3, B}, B, oraz B} bedg réinymi ciggami binarnymi
takimi, ze B10By < B|0B! oraz B{1B; < B11B3 dla pewnego porzqdku < na zbiorze

wszystkich ciggow binarnych. Wowczas ani E < E’, ani E’ < E, gdzie E = B1(B2)Bj3
oraz E' = B (B})BY.

Whiosek 4.2.5. Tuk zdefiniowany porzqdek < na zbiorze ciggéw binarnych oraz rozsze-

rzonych ciggéw binarnych nie jest porzgdkiem liniowym (por. rys. .

Whiosek 4.2.6. Jezeli rozszerzone ciggi binarne sq roznej ztoZonosct, to sq¢ nieporowny-

walne wzgledem tak zdefiniowanego porzqdku <.

Mimo wielu niedogodnos$ci zwigzanych z poréwnywaniem rozszerzonych ciggéw binar-
nych przy uzyciu porzadkéw podejécie to nadal uwazamy za perspektywiczne i obiecujace.
Wykorzystanie porzadkéw, takich jak porzadek epaleksykograficzny, pozwala na uchwyce-
nie istotnych réznic geometrycznych oraz topologicznych miedzy heksastruktami, co moze
prowadzi¢ do ciekawych i wartoSciowych wynikéw badan. Choé¢ wiaze sie to z wigksza
zlozonoscia analizy oraz wzrostem liczby nieporéwnywalnych par struktur, potencjalne
korzyéci pltynace z glebszej i bardziej precyzyjnej klasyfikacji struktur czynia te metode

atrakcyjna do dalszego rozwijania oraz zastosowania w praktyce.
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4.2.1 Porzadek leksykograficzny

Porzadek leksykograficzny, powszechnie stosowany do sortowania danych tekstowych,
stanowi efektywna i intuicyjna metode organizacji informacji. Sortowanie odbywa sie na
podstawie poréwnan leksykalnych miedzy poszczegdlnymi elementami ciagéw. Prostota
tego podejscia wynika z zastosowania jednoznacznych regut poréwnywania znakéw, co
umozliwia tatwa implementacje algorytméw sortowania.

Niech B = boby...by-1 1 B" = byb) ...b,,_; beda ciggami binarnymi o diugosciach,
odpowiednio, n,n’ € Ny. Niech m = min{n, n’}. Porzadek leksykograficzny <; definiujemy
w nastepujacy sposob: cigg binarny B jest nie wiekszy niz ciag binarny B’, co oznaczamy
B <p B’, gdy istnieje taki indeks i € {0,1,...,m—1}, ze b; <b} oraz b; = b;. dla wszystkich
j€{0,1,...,i-1} lubgdy n<n’"ib; =b.’,. dla wszystkich j € {0,1,...,n—1}.

Przyktad 4.2.7. Rozwazamy ciggi binarne 0, 1, 00 oraz 01. Wowczas
0<,00<; 01 <y 1.

Twierdzenie 4.2.8. Porzqdek leksykograficzny jest porzgdkiem liniowym na zbiorze cig-

gow binarnych.

Na mocy twierdzen oraz liczba metod agregacji dla porzadku leksykogra-
ficznego z uwzglednieniem ciaggdéw binarnych ogranicza si¢ do infimum i supremum. Réw-

noczesnie wynikiem agregacji bedzie jeden z elementéw rozwazanego zbioru.

Przyktad 4.2.9. Rozwazamy porzqdek leksykograficzny <y oraz zbiér ciggow binarnych
{00,01,10}. Wowczas 00 jest infimum dla tego zbioru oraz 10 jest supremum dla tego

zbioru.

Interpretacje oraz praktyczny potencjal porzadku leksykograficznego w agregacji hek-

sastruktéw przedstawimy na ponizszych przyktadach.

Przyktad 4.2.10. RozwazZamy zbior wszystkich trzyelementowych ciggow binarnych wraz
z odpowiadajgcymi im heksastruktami (por. rys. . Latwo zauwazyc, ze im mniejsza
jest struktura wzgledem porzadku leksykograficznego, tym bardziej jest skierowana w lewo
wzgledem krawedzi poczgtkowej. W ogdlnym przypadku porzgdek leksykograficzny pozwala

posortowal rozwazane struktury od najkrotszych do najdiuiszych, a nastepnie priorytety-
zuje zakrety w lewo nad zakretami w prawo (por. Tysunki oraz .

Whiosek 4.2.11. Cligg binarny 0 jest najmniejszy w zbiorze ciggéw binarnych reprezen-

tujgcych heksastrukty wzgledem porzqdku leksykograficznego.

Whiosek 4.2.12. Cigg binarny 1111101111 jest najwickszy w zbiorze ciggéw binarnych
reprezentujgcych heksastrukty wzgledem porzqdku leksykograficznego.

Dowdd. Ciagi binarne By = 111111, B; = 11111011110 oraz By = 11111011111 sa wiek-
sze od 1111101111, ale nie reprezentuja zadnych heksastruktéw (por. rys. . Wieksze
ciagi binarne mozemy otrzymaé poprzez dokladanie kolejnych bitéw na koncach ciagéw
binarnych By, By oraz Bs, jednak nie beda one reprezentowaly zadnych heksastruktéw,

poniewaz By, B1 oraz Bs nie reprezentuja heksastruktow. O
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o N

100 101 110 111

Rysunek 4.1: Struktury reprezentowane przez trzyelementowe ciagi binarne, uporzadko-
wane leksykograficznie wierszami od lewej gornej struktury do prawej dolnej struktury. Na

czerwono zaznaczono krawedzie poczatkowe rozwazanych ciagéw binarnych.

0 00 000 0000

0001 001 01 1

Rysunek 4.2: Struktury reprezentowane przez ciagi binarne 0, 00, 000, 0000, 0001, 001, 01
oraz 1, uporzadkowane leksykograficznie wierszami od lewej gérnej struktury do prawej
dolnej struktury. Na czerwono zaznaczono krawedzie poczatkowe rozwazanych ciagéw bi-

narnych.
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Rysunek 4.3: Po lewej stronie przedstawiono heksastrukt reprezentowany przez ciag bi-
narny 1111101111. Po prawej stronie pokazano nieprawidlowe heksastrukty powstale
z heksagonu przedstawionego po lewej stronie poprzez dodanie krawedzi lewostronnej lub
krawedzi prawostronnej na koncu. Poérodku przedstawiono nieprawidlowy heksastrukt,
w ktorym ostatnia krawedz pokrywa sie z pierwsza krawedzia, a jego reprezentacja bi-

narna mogtby by¢ ciag 111111.

1(0)0 1(0)1 1(1)0 1(1)1

Rysunek 4.4: Wszystkie heksastrukty reprezentowane przez rozszerzone ciagi binarne zto-
zone z jednoelementowych ciggéw binarnych: 0(0)0, 0(0)1, 0(1)0, 0(1)1, 1(0)0, 1(0)1, 1(1)0
oraz 1(1)1. Na czerwono zaznaczono krawedzie poczatkowe rozwazanych rozszerzonych cia-

géw binarnych.
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Przyktad 4.2.13. Rozwazamy porzgdek leksykograficzny <p oraz zbior wszystkich rozsze-
rzonych ciggow binarnych zloZonych z jednoelementowych ciggéw binarnych (por. rys.
oraz . Wowczas w tym zbiorze element 0(0)0 jest infimum, a element 1(1)1 jest supre-

mum.

Przyktad 4.2.14. Rozwazamy porzgdek leksykograficzny <j oraz rozszerzone ciqggi bi-
narne 0(1)0, 0(0)1, 1(1)0 oraz 1(0)1 (por. rys. . Wowczas taki zbior nie zawiera ele-

mentu najmniejszego ani elementu najwiekszego.

1(1)1

1(1)0/ \1(0)1 o O
\ / N S

0(0)0 1(1)1

/0<1>1\ \ 0(1)1
0(1)0 0(0)1 / \
N4 0(1)0 1(1)0

0(0)0

Rysunek 4.5: Diagramy Hassego dla wszystkich rozszerzonych ciggdéw binarnych ztozonych
z jednoelementowych ciggéw binarnych. Porzadek leksykograficzny wykorzystano w dia-
gramie po lewej stronie. Porzadek epaleksykograficzny wykorzystano w diagramie po pra-

wej stronie.

Podsumowujac, porzadek leksykograficzny daje wygodna i prosta metode agregacji
heksastruktéw kosztem ograniczonej i skromnej interpretacji jego wynikéw. Mozemy na
jego podstawie stwierdzi¢, ktory z heksastruktow jest ztozony z krétszych Sciezek oraz ktory
ma wiecej katow lewostronnych na pozycjach poczatkowych. Zostal wykorzystany w zasto-
sowaniu przedstawionym w podrozdziale [5.2] do agregacji wiedzy rozproszonej, co przed-

stawiono na rysunku [5.8|

4.2.2 Porzadek epaleksykograficzny

Prostota porzadku leksykograficznego niesie ze soba okreslone konsekwencje formalne.
Pozwala nam on jedynie okresli¢, czy dany heksastrukt jest bardziej ,zakrecony” w lewo
w poréwnaniu do innego heksastruktu oraz czy ma mniejsza dtugoéé. Aby uzyskaé pet-
niejszy obraz i umozliwi¢ badanie wiekszej liczby aspektow geometrycznych tych struktur,
proponujemy rozszerzenie tego porzadku o dodatkowe kryterium, jakim jest liczba sasia-

dujacych ze sobg identycznych bitéw. Wprowadzenie tego rozszerzenia umozliwi bardziej
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szczegotowa 1 precyzyjng analize roznic miedzy heksastruktami, co z kolei pozwoli lepiej
uchwyci¢ ich wlasciwosci topologiczne i geometryczne.

Niech B i B’ beda ciagami binarnymi oraz niech p i p’ beda liczbami sasiadujacych ze
soba identycznych bitéw w ciagach, odpowiednio, B i B’. Porzadkiem epaleksykograficznym
(gr. epandlipsi, ,powtérzenie”) nazywamy taki porzadek <z, ze p <p’ lub p=p’ oraz B <.
B'.

Przyktad 4.2.15. Rozwazamy ciggi binarne: 0, 100, 0000 oraz 1010. Wowczas 0 <py 100,
0 <7 0000, 0 <ps 1010, 100 <ps 0000, 1010 <ps 100 oraz 1010 <z 0000.

Twierdzenie 4.2.16. Porzqdek epaleksykograficzny jest porzgdkiem lintowym na zbiorze

ciggow binarnych.

Analize interpretacji oraz praktycznego potencjalu porzadku epaleksykograficznego
w agregacji heksastruktow przeprowadzimy analogicznie do analizy porzadku leksykogra-

ficznego.

Przyktad 4.2.17. Rozwazamy heksastrukty reprezentowane przez trzyelementowe ciggi
binarne: 000, 001, 010, 011, 100, 101 oraz 111 (por. rys. @) Wowczas mozemy utozyé
te ciggi w ciggu niemalejgcym wzgledem porzqdku epaleksykograficznego w nastepujgcy
$posob:

010 <ps 101 <p7 001 <py 011 <py 100 <py 110 <ps 000 <pp 111,

Geometrycznie struktury ukiadamy od tych o mniej skomplikowanym ksztaicie, w ktorych
wystepuje mniejsza liczba sqgsiadujgcych ze sobg kqgtow po tej samej stronie krawedzi, do
tych o bardziej skomplikowanym ksztalcie, w ktorych pojawia sie wieksza liczba sqstadujg-

cych ze sobg kgtow po tej samej stronie krawedzs.

Przyktad 4.2.18. Rozwazamy heksastrukty reprezentowane przez ciggi binarne: 0, 01, 1,
00, 001, 000, 0001 oraz 0000 (por. rys. . Wowczas mozemy ulozyc te ciggi w ciggu
niemalejgcym wzgledem porzgdku epaleksykograficznego w nastepujgocy sposcb:

0 <p 01 <p7 1 <pr 00 <pr 001 <py 000 <pr 0001 <pr 0000.

Potwierdza to formalng definicje porzgdku epaleksykograficznego, zgodnie z ktorg heksa-
strukty uznaje sie za mniejsze, jezeli sq reprezentowane przez ciggi binarne zawierajgce
mniejszq liczbe par sgsiadujgcych identycznych bitow. W przypadku rownej liczby takich
par porzgdek ustala sie na podstawie odchylenia w lewo, analogicznie do porzqdku leksyko-

graficznego.

Przyklad 4.2.19. Na rysunku[].J przedstawilismy diagram Hassego, ktéry pokazuje rela-
cje porzgdku epaleksykograficznego dla ciggow binarnych: 0(0)0, 0(0)1, 0(1)0, 0(1)1, 1(0)0,
1(0)1, 1(1)0 oraz 1(1)1. W poréwnaniu z diagramem Hassego dla porzqdku leksykogra-
ficznego obserwujemy wzrost liczby par elementéw, ktore sq nieporownywalne wzgledem
stebie w nowym porzgdku. Ponadto zauwazamy, ze diagram Hassego dla porzgdku epalek-
sykograficznego powstat poprzez obrocenie diagramu leksykograficznego o 90 stopni zgodnie

z ruchem wskazowek zegara, przy czym zachowano pionowqg relacje miedzy rozszerzonymi
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Rysunek 4.6: Struktury reprezentowane przez trzyelementowe ciagi binarne, posortowane

rosngco z wykorzystaniem porzadku epaleksykograficznego wierszami od lewej gornej

struktury do prawej dolnej struktury.

01

00

001

000

0001

0000

Rysunek 4.7: Struktury reprezentowane przez ciagi binarne 0, 00, 000, 0000, 0001, 001, 01

oraz 1, posortowane rosnaco z wykorzystaniem porzadku epaleksykograficznego wierszami

od lewej gornej struktury do prawej dolnej struktury.

94




citggami binarnymi 0(1)1 ¢ 1(0)0. Ta zmiana wizualna ilustruje istotng modyfikacje rela-
cji porzgdkowych miedzy rozwazanymi obiektami, wskazujgc na inny sposob hierarchizacji
1 porzgdkowania struktur wewngtrz zbioru. Dzieki temu obrazowi mozemy intuicyjnie zro-

zumieé, w jaki sposob rozbudowa porzgdku wplywa na wzajemne zaleinosci miedzy ciggams.

Przyktady4.2.15] [4.2.17} |4.2.18|i[4.2.19| pozwalaja na wyciagniecie nastepujacych wnio-

skéw dotyczacych porzadku epaleksykograficznego:

Whiosek 4.2.20. Cigg binarny 0 jest najmniejszy w zbiorze ciggéw binarnych reprezen-

tujgcych heksastrukty wzgledem porzgdku epaleksykograficznego.

Whiosek 4.2.21. Nie istnieje element najwickszy w zbiorze ciggow binarnych reprezen-

tujgcych heksastrukty wzgledem porzqdku epaleksykograficznego.

Dowdd. Przypusémy, ze B € B jest elementem najwiekszym w zbiorze ciagéw binarnych re-
prezentujacych heksastrukty wzgledem porzadku epaleksykograficznego. Niech B posiada
p € N par sasiadujacych ze soba identycznych bitéw. Wowczas ciag binarny B’ o dtugosci
4dp, gdzie by = 0 = byyq oraz byipo = 1 = byjes, dlai € {0,1,...,p — 1}, ma 2p sasia-
dujacych ze soba tych samych bitow. Istnienie heksastruktu reprezentowanego przez taki
ciag binarny zostalo pokazane w przykladzie Zatem B <p; B’, a wiec B nie jest

elementem najwiekszym w tym zbiorze. O

Podsumowujac, kierunek rozwiniecia porzadku leksykograficznego o uwzglednienie po-
jawiania sie identycznych bitow obok siebie, prowadzacy do porzadku epaleksykograficz-
nego, oceniamy jako bardzo dobry. Ten rozszerzony porzadek dostarcza dodatkowych in-
formacji o poréwnywanych heksastruktach, pozwalajac na lepsze uwzglednienie ich geo-
metrycznych cech. Jednocze$nie nie ogranicza on z géry analizy do konkretnego ciagu
binarnego, co zwieksza jej elastycznosé. Naturalna konsekwencja wprowadzenia tego po-
rzadku jest wzrost liczby par heksastruktow, ktore moga okazac¢ sie bezposrednio niepo-
rownywalne, jednak zyski w postaci glebszej analizy réznic i lepszej reprezentacji struktur

przewazaja nad tym ograniczeniem.
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Rozdziat 5

Z.astosowania

Przyktady zastosowan wynikéw uzyskanych w niniejszej dysertacji ograniczamy do
trzech wybranych przypadkéw ze wzgledu na rozpowszechnienie struktury szesciokatnej
w réznorodnych zagadnieniach i problemach naukowych. Powszechnos$é¢ wystepowania tej
geometrii wynika z jej efektywnosci w wypelnianiu przestrzeni oraz z jej zwiazkow z funda-
mentalnymi strukturami przyrody i materiatéw. W tym rozdziale rozwiniemy trzy zagad-
nienia naukowe o najwyzszym potencjale wykorzystania heksastruktow oraz przedstawio-
nych w niniejszej pracy metod ich poréwnywania i agregacji. Niemniej ksztalt ten pojawia
sie, a tym samym istnieje mozliwos¢ wykorzystania agregacji heksastruktéw w nastepuja-

cych dziedzinach i zagadnieniach naukowych:
o informatyka — sieci szkieletowe (patrz [13]),
o matematyka — teoria graféw i kraty (patrz [23]),

o fizyka ciala stalego — struktura materialéw takich jak grafen (patrz [40], [49)]

oraz Tys. ,

o kosmologii — pierSciefi na pénocnym biegunie Saturna (patrz [48] oraz rys. [5.2)),
o botanika — organizacja komérek w tkankach roslinnych (patrz [35] oraz rys. ,
« nauki o Ziemi — bazaltowe kolumny (patrz [43] oraz rys. [5.4),

o geofizyka — siatka geodezyjna (patrz [39]),

» zoologia — analiza wzorcow komorek siatkowych (patrz |28], [41]).
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Rysunek 5.1: Obraz pojedynczej warstwy grafenu otrzymany przy uzyciu mikroskopu
elektronowego.  Zrédlo:  https://www.flickr. com/photos/armymaterielcommand/
6795812766. Licencja: (CC BY-ND 2.0.

Rysunek 5.2: Heksagonalna burza na Saturnie. Zrédlo: https://www.flickr.com/
photos/kevinmgill/24588767787. Licencja: CC BY-ND 2.0.
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Rysunek 5.3: Przekréj poprzeczny selera naciowego z widocznymi komérkami o ksztalcie
szesciokatnym. Zrédlo: https://www.flickr.com/photos/cbaek/6118835197. Licencja:

CC BY-ND 2.0}

Rysunek 5.4: Bazaltowe kolumny o ksztalcie szeiciokatnym. Zrédlo:

geograph.org.uk/photo/1478562. Licencja: CC BY-ND 2.0}
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5.1 Teoria gier oraz symulacje komputerowe

Szesciokatna siatka jest powszechnie wykorzystywana w teorii gier oraz ludologii, po-
niewaz umozliwia tworzenie spdjnych map ztozonych z heksagonalnych zetondéw, a jedno-
czednie pozwala na zdefiniowanie sze$ciu mozliwych akcji odpowiadajacych kazdej ze $cian
pojedynczego zetonu (patrz [27] oraz [44]). Dzieki temu powstaje wiele gier o wysokim stop-
niu interaktywnodci, w ktorych kazda akcja gracza jest §cidle zwigzana z topologia siatki
sze$ciokatnej oraz wzajemnymi relacjami miedzy poszczegdlnymi zetonami. Dobrymi przy-
ktadami takich gier planszowych sa Hex, RGj (ang. Hive) oraz Catan, ktére wykorzystuja
unikalne wladciwosci struktury heksagonalnej do budowania zlozonych i dynamicznych
mechanik gry.

Catan, znany réwniez jako ,Osadnicy z Catanu” (ang. Settlers of Catan), jest
popularna gra planszowa zaprojektowana przez Klausa Teubera, ktéra zadebiutowata
w 1995 roku. Jest to gra strategiczna przeznaczona dla 2—4 graczy, w ktorej uczestnicy
wcielaja sie w role osadnikéw kolonizujacych fikcyjna wyspe Catan. Gléwnym celem gry
jest zdobywanie punktéw zwyciestwa poprzez budowanie osad, miast oraz drég, a takze
rozwijanie swojej kolonii i prowadzenie efektywnej strategii rozwoju. Plansza sklada sie
z pol heksagonalnych reprezentujacych rézne rodzaje terenu (por. rys. , z ktorych

mozna pozyskaé surowce:

z gor — kamien,

z pastwisk — welne,

e 7 pol uprawnych — zboze

ze wzgorz — gline,

z laséw — drewno,

oraz z pustyni, ktéra nie dostarcza zadnych surowcéw. Gracze zbieraja te surowce na
podstawie rzutéw kostkami i wykorzystuja je do rozbudowy swoich osiedli, stawiajac drogi
na krawedziach sze$ciokatéw oraz budowle na ich wierzchotkach.

Gracze moga tworzy¢ na mapie siatke drég, ktora formalnie reprezentuje heksastrukt,
struktura oparta na siatce szesciokatéw, charakteryzujaca sie okreslona topologia i geome-
tria. Dzieki temu mozliwe jest systematyczne poréwnywanie poszczegdlnych heksastruktow
oraz taczenie ich w ramach procesu agregacji, ktéry wykorzystuje metody matematyczne
i algorytmiczne opracowane wczesniej. Proces ten umozliwia analize zbioru réznych konfi-
guracji drog pod katem ich wtasnosci oraz wzajemnych zaleznosci. Gtownym celem takiej
agregacji jest identyfikacja heksastruktu, ktéry maksymalizuje prawdopodobienstwo osia-
gniecia zwyciestwa, co stanowi kluczowy element w strategii i optymalizacji rozgrywki.
W ten sposéb podejmowane decyzje staja sie bardziej $wiadome i ukierunkowane na uzy-
skanie optymalnych rezultatéw.

W trakcie naszych badan przeprowadziliémy 1001 symulacji, w ktérych gracz zbudo-

wal ustalona droge, odnidst zwyciestwo oraz zbudowal spdjna sie¢ drog pozbawiona cykli.
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Rysunek 5.5: Kafelki w ksztalcie sze$ciokatéw, z ktorych ukladana jest mapa do gry w Ca-
tan (po lewej stronie). Zetony, odpowiednio od lewej géry do prawego dotu, reprezentuja:
pustynie, gory, pastwiska, pola uprawne, wzgérza i lasy. Podstawowa konfiguracja zetonéw

terenéw w mape Catan (po prawej stronie).

Dzieki takim zalozeniom mozemy reprezentowaé¢ kazda symulacje doktadnie jednym hek-
sastruktem, ktéry przedstawia sie¢ drog zbudowana przez gracza (por. rys. [5.6). Mozemy
zamieni¢ lub pomingé¢ poszczegdlne zalozenia w zaleznoéci od celu badan. Pominiecie wa-
runku wygranej gracza pozwoli nam na ogélng analize heksastruktu budowanego przez
graczy. Rozwazenie heksastruktéw z cyklami zwiekszy zlozono$¢ obliczeniowa ze wzgledu
na koniecznos$¢ uwzglednienia kilku reprezentacji heksastruktéw przy pomocy rozszerzo-

nych ciggéw binarnych.

Uwaga 5.1.1. W repozytorium przedstawionym w dodatku[B udostepnilismy skrypt w je-
zyku Python, ktory umoZliwia czytelnikowi przeprowadzenie symulacji gry Catan oraz agre-

gacje wynikow otrzymanych z wykorzystaniem metod opisanych w niniejszym podrozdziale.

Otrzymane heksastrukty zagregowaliémy wyznaczajac medoidy z wykorzystaniem
trzech miar odlegtosci: Levenshteina, rozszerzonej odlegtosci Hamminga oraz rozszerzo-
nej wazonej odlegtoéci Hamminga. Na rysunku przedstawiliSmy odpowiednie medoidy,
medoid wyznaczony przy pomocy odleglosci Levenshteina umiesciliSmy w prawym gor-
nym rogu, medoid oparty na rozszerzonej odlegtosci Hamminga w lewym dolnym rogu,
natomiast medoid wykorzystujacy rozszerzona wazona odleglto$¢ Hamminga znajduje sie
w prawym dolnym rogu. W dalszej czesci analizujemy zalety oraz ograniczenia kazdego
z wyznaczonych medoidéw, ze szczegdlnym uwzglednieniem wplywu tych medoidéw na
zwiekszenie prawdopodobienstwa wygranej. Dzieki temu podejsciu oceniamy efektywnosé
poszczegblnych metod agregacji w kontekscie zastosowan praktycznych i wskazujemy naj-
bardziej obiecujace kierunki optymalizacji modelu.

Medoid wyznaczony z wykorzystaniem odlegtoéci Levenshteina reprezentuje uktad $cie-
zek rozgaleziony we wszystkich kierunkach mapy, co wskazuje na podejmowanie przez
gracza decyzji bez jasno okreslonego planu budowy sieci drég. Zdecydowana zalety tego
medoidu w poréwnaniu do pozostalych jest obecno$é¢ dtugiej Sciezki ztozonej z dziesieciu

odcinkéw drég, co zwieksza szanse na zdobycie punktow za takie osiagniecie. Ponadto wy-
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Rysunek 5.6: Po lewej u gory przedstawiono 1001 heksastruktéw reprezentujacych sieci
drég stworzone przez graczy, nalozone na siebie i przestawione na podstawowej mapie
Catan, z poczatkiem zaznaczonym czerwonym punktem oraz krawedziami o odcieniach
czerwieni o nasyceniu 1/1001 dla kazdej $ciezki. Kolejno, po prawej u géry, po lewej na
dole oraz po prawej na dole, przedstawiono medoidy dla 1001 heksastruktéw otrzymanych
w symulacji, zaprezentowane na podstawowej mapie Catan, z poczatkiem zaznaczonym
czerwonym punktem oraz krawedziami o kolorze czerwonym, wyznaczone z wykorzysta-
niem odleglosci, odpowiednio, Levenshteina, rozszerzonej Hamminga oraz rozszerzonej wa-

zonej Hamminga.
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budowane drogi umozliwiaja pozyskiwanie surowcéw z dziewieciu réznorodnych kafelkow,
co wplywa pozytywnie na potencjal rozwoju. Z drugiej strony identyfikujemy trzy drogi
prowadzace wokdél pustyni oraz kolejne trzy umiejscowione na brzegach mapy, ktére nie ge-
nerujg surowcéw, co obniza efektywnosé catego uktadu drog. Dodatkowo taczna liczba drog
wynosi pietnadcie, co moze stanowi¢ istotne wyzwanie dla graczy ze wzgledu na koniecz-
nos¢ rywalizacji z trzema przeciwnikami, ktérzy utrudniaja realizacje tak rozbudowanego
planu.

Medoid wyznaczony z wykorzystaniem rozszerzonej odlegtoéci Hamminga przedsta-
wia uktad Sciezek, ktéry jest wyraznie skierowany ku zachodniej czeSci mapy. Utworzony
ksztalt sugeruje, ze gracz planowal strukture sieci drég i budowat je wedlug okreslonego,
konsekwentnego kierunku. Cata sie¢ sklada sie z trzynastu drég, przy czym najdtuzsza
pojedyncza Sciezka obejmuje osiem potaczonych odcinkéw. Taki uktad wskazuje na wiek-
sze prawdopodobienstwo osiggniecia podobnej konfiguracji przez graczy w poréwnaniu ze
strukturami otrzymanymi poprzez agregacje z wykorzystaniem miary Levenshteina. Me-
doid ten umozliwia pozyskiwanie surowcéw z dziewieciu réznych kafelkdéw, co jest wynikiem
rownym do tego, jaki uzyskaliémy dla medoidu opartego na odlegtoéci Levenshteina. Do-
datkowo zauwazamy, ze dwie drogi przebiegaja wzdluz skraju mapy, natomiast pozostale
drogi tacza pola dostarczajace surowce, co zwicksza efektywnos¢ sieci i wspiera rozwdj
gracza.

Ostatni medoid, wyznaczony z wykorzystaniem rozszerzonej wazonej odlegtosci Ham-
minga, reprezentuje wyraznie ograniczony uktad Sciezek skladajacy sie z dziesieciu drég,
z ktorych najdtuzsza tworzy Sciezke o dlugosci szeSciu odcinkéw. Taka konfiguracja po-
zwala na zdobywanie surowcéw jedynie z szesSciu podl, co stanowi wynik znaczaco gorszy
w poréwnaniu z dwoma pozostalymi przypadkami. Ponadto ta struktura pomija pola
uprawne, co ogranicza mozliwosci pozyskania zboza, jednego z kluczowych surowcéw. Do-
datkowo trzy drogi tej sieci sg usytuowane na obrzezach mapy, co zmniejsza ich funkcjonal-
nosé. Mimo ze istnieje wysoka szansa na ulozenie takiego uktadu drég podczas rozgrywki,
to jednak ograniczona liczba pozyskiwanych surowcéw oraz krétsza najdiuzsza Sciezka
mogg istotnie ograniczy¢ szanse na zdobycie wysokiej liczby punktéow.

Analiza otrzymanych wynikéw wskazuje, ze najbardziej obiecujaca metryka sposréd
trzech rozwazanych jest rozszerzona odlegltos¢é Hamminga. Zaproponowany uktad Sciezek
charakteryzuje sie wysokim prawdopodobienstwem realizacji podczas rozgrywki, zapewnia
dostep do wszystkich kluczowych surowcéw oraz zwieksza znaczaco szanse na zdobycie
punktéw za najdtuzsza Sciezke.

Ponadto zmiana warunkéw poczatkowych, takich jak uktad kafelkow dostarczajacych
surowce oraz wybor innej krawedzi poczatkowej, moze prowadzi¢ do sformutowania do-
datkowych istotnych wnioskow, ktoére pozwola na lepsze dopasowanie strategii do rézno-

rodnych wariantéw rozgrywki.
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5.2 Systemy wieloagentowe oraz wiedza rozproszona

Systemy wieloagentowe (ang. Multi-Agent Systems, MAS) to stale rozwijajaca sie inter-
dyscyplinarna dziedzina badan, taczaca m.in. informatyke, sztuczna inteligencje, ekonomie
oraz socjologie, znajdujaca zastosowanie w wielu obszarach naukowych i biznesowych, np.
w robotyce, technologiach blockchain, systemach transportowych oraz zarzadzaniu organi-
zacjami (patrz [17], [24], [38], [47]). Wyjatkowa zdolnosé tych systeméw do reprezentowania
dynamicznych, rozproszonych oraz autonomicznych systeméw, powszechnie spotykanych
we wspolczesnych aplikacjach technologicznych, spotecznych i ekonomicznych, wymaga
ciaglego rozwoju narzedzi oraz algorytméw pozwalajacych na ich efektywne dziatanie.

Systemy wieloagentowe skladaja sie z autonomicznych jednostek, nazywanych agen-
tami, ktére wspdlpracuja w celu realizacji celow indywidualnych oraz wspoélnych. Kazdy
agent ma mozliwos¢ podejmowania autonomicznych decyzji oraz interakcji z innymi agen-
tami tworzac integralng czes¢ catego systemu. Agentem moze by¢ nie tylko system infor-
matyczny, ale rowniez czlowiek, robot, organizacja, model matematyczny lub inne Zrédto
informacji. Ich wspolpraca, poza wymiana informacji, obejmuje rowniez koordynacje dzia-
tan oraz negocjacje.

Jednym z aspektow systeméw wieloagentowych jest mozliwo$¢ modelowania wiedzy
rozproszonej, czyli sytuacji, w ktérej informacje sa rozdzielone miedzy agentéw, a osta-
teczny wynik uzyskuje si¢ poprzez ich agregacje. Struktura takich systeméw odpowiada
matematycznie grafom, w ktorych wierzchotki reprezentuja agentéow, a krawedzie odzwier-
ciedlaja zaleznoéci miedzy tymi agentami. W konsekwencji heksastrukty, jako specyficzny
typ graféw, moga by¢ wykorzystywane do reprezentacji oraz agregacji wiedzy rozproszonej.

Rozwazamy system, w ktorym wyrézniamy agenta poczatkowego oraz agenta korico-
wego, a kazdy agent stanowi cze$¢ pewnej Sciezki bedacej heksastruktem, ktéra ma po-
czatek w agencie poczatkowym oraz koniec w agencie koncowym. Przyjmujemy, ze system

sklada sie z szesciu $ciezek, reprezentowanych przez ciagi binarne:

0101100110101001,

» (0101101010100101,
- (0110101001100101,
» 1010011001100101,
- 1001101001010110,
» 1001100110011001.

Wéwezas mozemy wykorzystaé agregacje heksastruktéw z wykorzystaniem porzadkow
czesciowych w celu wyznaczenia takiej Sciezki, ktéra bedzie zapewniata optymalny prze-
plyw informacji (por. rysunki oraz |5.8)). Otrzymujemy nastepujace wyniki agregacji

powyzszych $ciezek z wykorzystaniem porzadku leksykograficznego:

o infimum — 0101100110101001 (por. czerwona $ciezke w drugim heksastrukcie na ry-

sunku ,
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Rysunek 5.7: Heksastrukty reprezentowane przez ciagi binarne, z poczatkiem zaznaczonym
kolorem czerwonym, odpowiednio od géry do dotu: 0101100110101001, 0101101010100101,
0110101001100101, 1010011001100101, 1001101001010110, 1001100110011001.
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Rysunek b5.8: Heksastrukty reprezentowane przez ciagi binarne: 0101100110101001,
0101101010100101, 0110101001100101, 1010011001100101, 1001101001010110
oraz 1001100110011001, nalozone na siebie w taki sposéb, aby ich krawedzie po-
czatkowe pokrywaly sie, tworzac sie¢ systemu wieloagentowego. Kolejno od géry do dotu
przedstawiono sie¢ z krawedzia poczatkowa zaznaczonag kolorem czerwonym oraz sieci
z zaznaczong kolorem czerwonym $ciezka bedaca infimum oraz supremum wzgledem
porzadku leksykograficznego, a takze infimum oraz supremum wzgledem porzadku

epaleksykograficznego.
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e supremum — 1010011001100101 (por. czerwona $ciezke w trzecim heksastrukcie na

rysunku .

Ponadto otrzymujemy nastepujace wyniki agregacji powyzszych Sciezek z wykorzystaniem

porzadku epaleksykograficznego:

o infimum — 0101101010100101 (por. czerwona $ciezke w czwartym heksastrukcie na

rysunku ,

o supremum — 1001100110011001 (por. czerwona Sciezke w piatym heksastrukcie na

rysunku .

Podsumowujac, wykorzystanie agregacji heksastruktéw w sieciach systeméw wieloagento-
wych opartych na siatce heksagonalnej wykazuje istotny potencjal zaréwno w badaniach

teoretycznych, jak i zastosowaniach praktycznych.
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5.3 Chemia organiczna oraz stereoizometria

Stereoizomery to zwiazki chemiczne, w ktérych atomy sa utozone w takich samych
sekwencjach, a ktére réznia si¢ ulozeniem przestrzennym (patrz [5]). W zaleznosci od kon-
tekstu stereoizomery zwiazkéw opartych na siatce szeSciokatnej mozemy reprezentowaé za
pomocg heksastruktéw, co umozliwia ich poréwnywanie oraz agregacje na podstawie kon-
figuracji przestrzennej. Takie podejscie pozwala na podjecie dalszych badan nad struktura
oraz wlasciwo$ciami chemicznymi i fizycznymi takich zwigzkéw. Jednym z takich zwigzkéw
jest 3-metyloheksan, dla ktérego istnieja dwa enancjomery, czyli zwiazki bedace wzgledem
siebie odbiciami lustrzanymi (por. rys. . Wéwezas (R)-3-metyloheksan reprezentujemy
rozszerzonym ciagiem binarnym (01)1, a (S)-3-metyloheksan reprezentujemy rozszerzo-
nym ciagiem binarnym (0)10 (por. rys. . Zauwazmy, ze stosujac podstawowe operacje

binarne na rozszerzonych ciaggach binarnych, z jednego ciagu otrzymujemy drugi, tj.

%

Rysunek 5.9: Odpowiednio od lewej do prawej przedstawiono wzory strukturalne (R)-3-

7((01)1) = (0)10

oraz

7((0)10) = (01)1.

\/\r\

metyloheksanu i (S)-3-metyloheksanu. Pogrubiona krawedZ oznacza wiazanie wychodzace

z plaszczyzny. Przerywana krawedz oznacza wigzanie chowajace sie za plaszczyzna.

%

Rysunek 5.10: Odpowiednio od lewej do prawej przedstawiono heksastrukty reprezento-

e

wane przez rozszerzone ciggi binarne (01)1 i (0)10 z poczatkami zaznaczonymi kolorem

czerwonym.

W ogolnej postaci wszystkie weglowodory mozna reprezentowaé za pomoca rozsze-
rzonych ciggéw binarnych, co otwiera nowe potencjalne kierunki badan w chemii. 4-

propylooktan to zwiazek zlozony z jedenastu atoméw wegla oraz dwudziestu czterech
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Rysunek 5.11: Wzér szkieletowy 4-propylooktanu.

atoméw wodoru, w ktorym grupa propylowa jest przylaczona do czwartego atomu we-
gla gléwnego lanicucha oktanowego (por. rys. . Reprezentacje tej czasteczki mozna
przedstawié¢ przy uzyciu trzech réznych rozszerzonych ciggéw binarnych w zaleznosci od
przyjetego pierwszego wiazania: 10(01)101, 01(101)10 oraz 010(10)01. Stosujac odpowied-

nie operacje binarne, mozna otrzymacé z dowolnego z wymienionych ciagdéw pozostale, np.
7(10(01)101) = 01(101)10

oraz
7(01(101)10) = 010(10)01.
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Rozdziat 6

Z.akonczenie

Celem niniejszej pracy jest zaproponowanie nowych metod poréwnywania oraz agrega-
¢ji spéjnych grafow, ktérych struktura jest oparta na siatce heksagonalnej. Istota przyje-
tego podejscia jest zachowanie pelnej informacji o strukturze tych graféw podczas procesu
poréwnywania oraz agregacji, tak aby wynikiem tych operacji byt rowniez graf o takiej
samej, heksagonalnej strukturze.

Kluczowym wynikiem naszych badan jest przedstawienie struktur o ksztatcie opartym
na siatce heksagonéw, ktore nazwaliSmy heksastruktami, przy pomocy rozszerzonych cia-
géw binarnych, co pozwala na odtworzenie rozwazanych graféw oraz utatwia ich poréwny-
wanie oraz agregacje. OtrzymaliSmy go poprzez utworzenie pokrycia $ciezkowego bedacego
drzewem binarnym, co nazwali$émy pokryciem wlasciwym, ktore istnieje dla kazdego heksa-
struktu (por. twierdzenie. Nastepnie, reprezentujac rekurencyjnie kazdg Sciezke hek-
sastruktu ciagiem binarnym (por. twierdzenie , reprezentujemy heksastrukt o danym
wlasciwym pokryciu Sciezkowym rozszerzonym ciggiem binarnym. Kazdy ciag binarny lub
rozszerzony ciagg binarny reprezentuje doktadnie jeden heksastrukt, a przeksztalcenie roz-
wazanego ciagu w heksastrukt polega na obliczaniu kolejnych wspotrzednych wierzchotkow
heksastruktu z uwzglednieniem katéw +120°, wiec najwazniejsze zatozenie celu tej pracy
zostato spelnione, nie tracimy informacji o strukturze grafu podczas jego reprezentacji
ciagami binarnymi lub rozszerzonymi ciggami binarnymi.

Naszymi docelowymi wynikami sg: zdefiniowanie metryki dla rozszerzonych ciagéw
binarnych (por. podrozdzial oraz wzor ) oraz zaproponowanie poréwnywania
rozszerzonych ciagdéw binarnych z wykorzystaniem czeSciowych porzadkéw (por. podroz-
dziat .

RozwazyliSmy metryke Hamminga oraz metryke Levenshteina, a nastepnie rozszerzy-
liSmy pierwsza z nich na ciggi binarne dowolnej dlugosci oraz ostatecznie wprowadzilismy
funkcje wazaca réznice miedzy dwoma poréwnywanymi ciagami na poszczegolnych ich po-
zycjach. Rozszerzona wazona odlegltos¢é Hamminga pozwala nam na uwzglednienie réznic
miedzy heksastruktami, gdzie réznica na poczatkowych pozycjach ma zdecydowanie wigk-
szy wplyw na réznice miedzy obiektami niz réznica na koncowych indeksach. Metryke
Levenshteina wzieliémy pod uwage ze wzgledu na brak znaczenia pozycji, na ktérych ciagi
sie réznig, gdyz metryka ta okreéla liczbe nastepujacych operacji: dodawanie znakéw, usu-

wanie znakow, podstawienie znakéw oraz zamiana pozycjami dwoch znakéw. Wszystkie te
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metryki przeanalizowaliSmy w praktycznym zastosowaniu agregujac $ciezki w symulatorze
Catanatron (por. podrozdzial .

Porzadek leksykograficzny to najpopularniejszy porzadek pozwalajacy na sortowanie
ciggu znakéw. Konsekwencja jego prostoty jest ograniczona interpretacja wyniku poréw-
nania ciggéw binarnych, gdyz informuje nas tylko o tym, ktéry z badanych heksastruktow
jest skrecony bardziej w prawo od drugiego. Dlatego proponujemy nowy porzadek, ktory
nazwalidémy porzadkiem epaleksykograficznym, ktory najpierw poréwnuje, ktory z rozwa-
zanych heksastruktéw ma wiecej par katéw znajdujacych sie po tej samej stronie krawedzi,
a nastepnie korzysta z porzadku leksykograficznego. Pozwala nam na zbadanie wiecej roz-
nic w strukturze heksastruktéw niz porzadek leksykograficzny kosztem zwiekszenia sie
liczby nieporéwnywalnych par heksastruktéow. W tym przypadku réwniez przeanalizowa-
liSmy znaczenie obu porzadkéw w praktycznych zastosowaniach agregujac heksastrukty
reprezentujace wiedze rozproszona (por. podrozdzial .

Przedstawione wyniki zwieniczamy wskazaniem wybranych, aktualnych probleméw ba-
dawczych w réznych dziedzinach nauki, ktére cechuje wysoki potencjat praktycznego za-
stosowania (por. rozdzial . Szczegdlowo badamy uzytecznosé zaproponowanych metryk
oraz porzadkéw w zagadnieniach: teoria gier i symulacje komputerowe oraz wiedza rozpro-
szona. Ponadto proponujemy wykorzystanie wprowadzonych odwzorowan 7, ¢ i 7 w chemii
organicznej oraz stereoizomerii, gdzie czasteczki ztozone z wegla i wodoru o tym samym
wzorze chemicznym tworza struktury bedace dla siebie odbiciem lustrzanym (por. podroz-
dzial . Co wiecej, w Dodatku A przedstawiamy wyniki pochodnych probleméw, ktére
pojawity sie w trakcie badan.

Poza tym prezentujemy szereg wynikow posrednich oraz pobocznych, ktére naszym
zdaniem réwniez sa bardzo istotne i wytyczaja kolejne kierunki badan naukowych. Zdefi-
niowane operacje 7, ¢ oraz n (por. podrozdzialy oraz , ktore zwracajg ciagi binarne
powstale przez, odpowiednio, zamianeg bitéw ciggu na przeciwne, odwrdcenie ciagu oraz za-
miane bitéw na przeciwne i odwrdcenie ciagu, maja bezposrednio przetozenie na wlasnosci
geometryczne heksastruktéw (por. podrozdzial . Zamiana bitow oraz odwrdcenie ciggu

prowadzg do powstania heksastruktéw bedacymi odbiciami lustrzanymi do rozwazanego

heksastruktu (por. twierdzenia [3.4.4 oraz|3.4.13)). Natomiast odwzorowanie 7 prowadzi do

otrzymania rotacji badanego heksastruktu (por. twierdzenie . Zaproponowane roz-
szerzenia tych funkcji dla rozszerzonych ciagéw binarnych zachowuja te wlasnosci, a tym
samym pozwalajg na szersza analize heksastruktoéw reprezentowanych przez rozszerzone
ciagi binarne (por. podrozdzial oraz twierdzenia |3.4.6] [3.4.11{i[3.4.15]).

W dodatku A prezentujemy wyniki dotyczace wyznaczania wspétrzednych danego hek-
sastruktu oraz zliczania heksastruktéw reprezentowanych przez ciagi binarne bez kolizji
o danej dlugosci. W podrozdziale prezentujemy heksagonalny uktad wspotrzednych,
gdzie wierzchotki przedstawiamy jako pare (¢, p), ktora odpowiada wspotczynnikowi sto-
jacemu przy macierzy, odpowiednio, I oraz Rot(120°) (por. wniosek . Taka postaé
zdecydowanie upraszcza obliczanie kolejnych wspétrzednych wierzchotkéw heksastruktu
pomijajac mnozenie macierzy oraz obliczanie pierwiastkéw (por. twierdzenie, a tym
samym walidacje ciagéw binarnych, ktore potencjalnie moga reprezentowaé heksastrukty

(por. podrozdzial [A.2). W ostatniej czeSci dodatku A prezentujemy wyniki dotyczace
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problemu zliczania Sciezek rzedu drugiego na siatce heksagonéw. Przedstawiamy wyniki
dla ogdlnego przypadku zliczania ciggdéw binarnych z uwzglednieniem niezmienniczosci ze
wzgledu na rotacje oraz z uwzglednieniem niezmienniczosci ze wzgledu na odbicia lustrzane
i rotacje (por. twierdzenia [A.3.6] [A.3.9 oraz|[A.3.13)).

Na koncu pracy, w Dodatku B przedstawiamy implementacje obiektéw, narzedzi

oraz metod opisanych w tej pracy w jezyku Python. Przedstawiamy implementacje funkcji
7, ¢ oraz 1 (por. podrozdzialy i, a nastepnie implementacje ciagéw binarnych
oraz rozszerzonych ciagéw binarnych w postaci klasy (por. podrozdzial oraz metryki
(por. podrozdzial . Nastepnie prezentujemy sposoby wykonania symulacji z wykorzy-
staniem Catanatronu (por. podrozdziat oraz metode zliczania Sciezek rzedu drugiego
heksastruktéw (por. podrozdzial .

Oczywistym kierunkiem dalszych badan jest rozwazenie nowych metryk oraz analiza
ich wlasnoéci oraz uzytecznoéci w praktycznych zastosowaniach. Ponadto w rozszerzonej
wazonej odlegloéci Hamminga wykorzystaliémy funkcje wazaca w(i) = 27'. Warte rozwa-
zenia bylyby rowniez inne funkcje wazace, a w szczegdlnosci te malejace, ktore przede
wszystkim uwzgledniaja wplyw roéznicy bitéw na poczatkowych pozycjach na réznice mie-
dzy heksastruktami.

Ponadto zaproponowany porzadek dla rozszerzonych ciagéw binarnych wymaga dal-
szych badan ze wzgledu na ograniczony potencjal tego porzadku w takiej postaci. Oce-
niamy, ze ta definicja bedzie rozszerzana oraz korygowana przede wszystkim w konkretnych
problemach badawczych, a nie w ogdlnym przypadku.

Rozszerzenia wymaga réwniez proces wyznaczania medoidu, ktéry mozemy rozsze-
rzy¢ do wyznaczania centroidu. Woéwczas wynikowy heksastrukt nie bedzie ograniczony
do rozwazanego zbioru obiektow, a moze byé dowolny. Ograniczeniem jest tutaj utwo-
rzenie przestrzeni wszystkich heksastruktéow. Oprocz wygenerowania zbioru rozszerzonych
ciggbéw binarnych konieczna jest réwniez weryfikacja, czy istotnie istnieje heksastrukt re-

prezentowany przez taki zbiér.
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Dodatek A
Wyniki pokrewne

W niniejszym rozdziale przedstawiamy wyniki, ktére odegraly istotna role w toku
prowadzonych przez nas badan, mimo ze nie sg bezposrednio zwiazane z procesem agrega-
¢ji heksastruktow. Rezultaty te dotycza w szczegdlnoséci metod obliczania wspdtrzednych
wierzchotkéw heksastruktéw, co stanowi podstawe dalszej analizy ich wlasciwosci geo-
metrycznych. Ponadto skupiamy sie na zagadnieniu zliczania heksastruktéw o okreslonej
dtugosci, przy czym w trakcie tych rozwazan uwzglednialiSmy ich niezmienniczo$é wzgle-
dem odbi¢ lustrzanych oraz obrotéw, co pozwala wyeliminowaé¢ powtarzajace sie przypadki
i uzyskaé bardziej precyzyjne statystyki dotyczace klasyfikacji tych struktur. Catos¢ ana-
lizy koniczymy oméwieniem kluczowych wynikéw i sformutowaniem wnioskéw, ktére w na-
szej ocenie maja istotne znaczenie teoretyczne i praktyczne, a ich poznanie przyczynia si¢
do poglebienia zrozumienia problematyki heksastruktéw oraz wskazuje kierunki dalszych

badan.

A.1 Wspéblrzedne wierzchotkéw heksastruktu

W tym podrozdziale przestawimy wyniki dotyczace obliczania wspotrzednych wierz-
chotkow heksastruktow. Wyprowadzimy wzory nierekurencyjne oraz zaproponujemy hek-
sagonalny uktad wspolrzedny, w ktérym wierzchotki heksastruktéw sg para liczb catkowi-
tych, a nie rzeczywistych. Przyjmujemy ponizsze oznaczenia, aby ich nie powiela¢ w tresci
twierdzen. Niech n € N i niech p = (eg, e1,...,e,-1) jest taka Sciezky heksastruktu repre-
zentowana przez cigg binarny B = boby...by_o, ze vi,viy1 €¢; dlai € {0,1,...,n—1}.

Bezposrednio z definicji heksastruktu, z definicji obrotu punktu oraz z definicji o ciagu
binarnym reprezentujacym $ciezke heksastruktu, otrzymujemy nastepujace, rekurencyjny

i nierekurencyjny, wzory dla wspélrzednych kolejnych wierzchotkéw Sciezki heksastruktu:
Twierdzenie A.1.1. Jezeli k € {2,3,...,n}, to
ve = Rot?P%-271(120°) - (vi_g — V1) + Vi_1.
Twierdzenie A.1.2. Jezeli k € {2,3,...,n}, to
vi = —My_2) vi+ M2 vo,
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gdzie M: {0,1,...,n—2} — R?*? dana jest wzorem:

M,, = i(—l)i f[ORot2b-f_1(120°). (1.1.1)

i=0 J

Dowdd. Dowdd przeprowadzimy indukcjg strukturalng ze wzgledu na indeks rozwazanego

wierzchotka Sciezki.

Przypadek bazowy: Jezeli k = 2, to

va =Rp- (vo—v1)+v1
Z(I—R0)~V1+R0'V0
=(I—M0)-V1+M0'V0.

Zalozenie indukcyjne: Zal6ézmy, ze
Vi = (I = Mg-2) - vi+ M2 vo
dla wszystkich k € {2,3,...,n—1}.

Krok indukcyjny: Niech Ry = Rot?**71(120°) dla k € {0,1,...,n — 2}. Na mocy
twierdzenia mamy:

Vi = Ry (Vp—2 = vn-1) + V1
= =Rn-2) Va1 +Ry-1-vn-2
=(I=Rn-2) (I =My-3) - vi+Mu_3-vo) + Ru—2 ((I = Mp—4) - v1i+ My_4-vo)
= -Mp-3-Ry2+Rn-2-My_3+Ry2-Ry_2-My_4)-v1
+ (Mp-3 = Ry-2 - My—3 + Ry—2 - My_4) - vo.

Zauwazmy, ze
n-3
My_3 =M,y + (_1)n—3 l_[ Rj7
j=0

a stad

n-3 n-3
Vn = (1 —My_3+Ry_o- (-1)"7? l_[ Rj) v+ (Mn—s — Ry - (-1)"73 l—[ Rj) Vo
J=0 Jj=0

n-2 n-2
= (I - M, _3—- (_1)11—2 1_[ Rj) ‘v + (Mn_g + (_1)n—2 l_[ Rj) V0
Jj=0 Jj=0

= -My—2) vi+ M, 3-vo.

Whiosek A.1.3. Jezeli k € {2,3,...,n}, to vk = v+ Mg_o - (vog—v1).
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Przyktad A.1.4. Rozwazamy $cieike heksastruktu p = {vo,v1,...,v7} reprezentowang
przez cigg binarny 111000 oraz wierzcholki poczgtkowe vo = [1 117 oraz vi = [1 2]7.
Obliczymy wspdlrzedne wierzcholkow tej Sciezki (por. rys. .

Odwzorowanie Rot jest cykliczne, wiec mamy nastepujgce 3 wartosci dla kgta 120°:

1 ¥ _1 N3
oy _ 2 2 2 oy _ 2 2 3 oy _
Rot(120°) = R Rot“(120°) = Bl Rot”(120°) =
2 2 2 2
Wowczas otrzymujemy nastepujgce wartosci odwzorowania M danego wzorem
0 i _1 _¥3
_ Y 2b;-1 oy _ N 2
My = Z( 1) ﬂRot (120 =Rot(120) = | & T,
i=0 ]:0 2 2
: 2bj-1 2 0 -V3
My = My + (-1) ]—[ Rot2%i71(120°) = My — Rot2(120°) =
J=0 V3 0
: e
My = My + (-1)* | | Rot?*71(120°) = My + Rot*(120°) = ,
J=0 \CIE
3 3 _3¥3
_ _1)3 2bj-1 oy — _ 2 oy — 2 2
Ms = My + (=1) l_[Rot TH120°) = My~ Rot*(120) = | T 2,
7=0 2 2
4 - 2b; -1 -2V3
My = Ms + (-1) 1_[ Rot22i71(120°) = M3 + Rot(120°) = ,
j=0 \CI
5
0 -2V3
Ms = My + (-1)° ]_[ Rot22i71(120°) = M, — Rot®(120°) = .
=0 3 0
Stad otrzymujemy nastepujece wspotrzedne wierzchotkow Sciezki p:
1 -3 =8 o [1] [ |1+
V2:V1+M0‘(V0_V1): + V3 . = + ) = . R
2l 1% 2z 7Y 12 Lz 3
0 -V3| |0 | |V3] [1+V3
V3=V1+M1'(V0—V1)= + = + = s
2l V3 0 -1 |2 2
1 —V3| |0 I [V3] [1+43
V4=V1+M2~(Vo—v1): + . = + = ,
2| |V3 1 -1 |2 [-1 1
3 _3¥8 0 1 [3v3 1+ 3V3
V5=V1+M3-(V0—V1)= + 2 2 = + 2| = 2
3V3 3 -1 2 _3 1 ’
2 2 2 2




243 |0 1 2V3 1+2V3

ve =Vvi+My-(vo—v1)=| |+

1 0 -2v3| |0 1 23 1+2V3

vi=vi+Ms-(vg—vy) = + . = + =

O 1 1+ 143 1438 14203 X

Rysunek A.1: Sciezka heksastruktu {vo, V1, V2, V3, V4, V5, Vg, V7} reprezentowana przez cigg
binarny 111000 o wierzcholkach poczatkowych vo = [1 1]T oraz v; = [1 2] zaznaczona

kolorem czerwonym przedstawiona w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych.

Wnhniosek A.1.5. Jezeli k € {2,3,...,n} orazvi =[00]7, to vi = Mx_o - vp.

Obliczanie funkcji M w twierdzeniu mozemy zoptymalizowaé poprzez redukcje
liczby iloczynéw i sum macierzy. Jest to bardzo istotne w implementacjach komputero-
wych, poniewaz pozwala na zmniejszenie zapotrzebowania pamieciowego ze wzgledu na
ograniczenie liczby niezbednych do obliczenn utworzonych obiektéw (macierzy) oraz na

zwiekszenie efektywnosci obliczeniowa dzieki redukcji liczby iloczynéw macierzy.

Twierdzenie A.1.6. JezZeli Ry, Ry ..., R,—1 jest ciggiem macierzy Rot(£120°) oraz od-

wzorowanie R*: R?*? — R?*? dane jest wzorem:
=R, k=n-1,
R, =
[-Ry-R,,, ke{0,1,...,n=-2},
to dla m € {0,1,...,n— 1} spelniona jest réuno$é:

4

R =1- nj(—n”m ]_[ R;.
i=m j=m
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Dowdd. Dowdd przeprowadzimy indukcja strukturalng ze wzgledu na liczbe rozwazanych

macierzy.

Przypadek bazowy: Jezeli rozwazamy dokladnie jedna macierz, tj. n = 0, to

RS:I—RO:I—ZO:(—l)iﬁRj.
i=0 j=0

Zalozenie indukcyjne: Zakladamy, ze

4

R, =1- nj(—l)”m [ ]#
i=m J

i=m

dla wszystkich m € {1,2,...,n—1}.

Krok indukcyjny: Niech n € N. Woéwczas

R, =1-RoR!
n-1 i
=I-Ry- (1 G| Rj)
i=1 j=1
n-1 i
=1-|Ro-Ro- ) (- ]_[Rj)
i=1 j=1
n-1 i
=1-|Ro- Z(—l)”l HR,-)
i=1 j=0
n—1 i
=1- RO + Z(—l)l l_[RJ)
i=1 j=0
n—1 i
=1- > (-)'[ | &;.
i=0 j=0

O

Uwzgledniajac wystepowanie funkcji rotacji dla doktadnie dwoch katdw, 120° i —120°,
mozemy uprosci¢ obliczanie iloczynu tych macierzy, a tym samym obliczanie wspolrzed-
nych wierzchotkéw heksastruktu. Na mocy twierdzenia [1.4.1] o zaleznosciach migdzy funk-
cjami Rot i Ref oraz wniosku[I.2.3]o okresowosci macierzy rotacji otrzymujemy nastepujaca

postaé iloczynu ciagu macierzy rotacji dla katéw +120°:

Twierdzenie A.1.7. Niech R = (Ry, R1,...,Ry-1) bedzie ciggiem macierzy Rot(£120°).
Jezeli
S=]{R € R: R=Rot(120°)}| — |{R € R: R = Rot(-120°)}|,

to

n-1
]_[ Ri = f(S)-1—- f(S+1)Rot(120°),
i=0

gdzie f(m) =1— (m mod 3) dla m € Z.
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Dowdd. Dowdd przeprowadzimy z wykorzystaniem indukcji matematycznej ze wzgledu

na liczbe rozwazanych macierzy.

Przypadek bazowy: Niech R = (Rp). Jezeli Ry = Rot(120°), to § = 1, f(S) = 0,
f(S+1)=-1oraz

0
[ | R = Rot(120°)
i=0
= f(S)-i — f(S+1)-Rot(120°).
Jezeli Ry = Rot(-120°), to S = -1, f(S) =-1, f(S+1) =1 oraz

0
]_[ R; = Rot(~120°)
i=0

= —I - Rot(120°)
= f(S)-i = f(S+1)-Rot(120°).

Zalozenie indukcyjne: Niech R = (Ryp,R1...,R,_2) dla n € N i niech
S=|{R € R: R=Rot(120°)}| — |[{R € R: R = Rot(-120°)}|.
Zakladamy, ze

n-2
]_[ Ri = f(S)-I— f(S+1)-Rot(120°).
i=0

Krok indukcyjny: Zauwazmy, ze f(k) + f(k +1) = —f(k + 2) dla kazdego k € Z.
Jezeli Rn_1 = Rot(120°), to 8" = S+ 1, £(§) = f(S+ 1), £(S' +1) = f(S +2) oraz

ﬁRi = Rot(120°) - ﬁRi

i=0 i=0
= Rot(120°) - (f(S) -1 — f(S+1)-Rot(120°))
= f(S) - Rot(120°) — f(S+ 1) - (-1 — Rot(120°))
=f(S+1) -1 +(f(S)+ f(S+1))-Rot(120°)
=f(S+1)-1 — f(S+2)-Rot(120°)
= f(8)-I — f(8"+1)-Rot(120°)

Jezeli R,,—1 = Rot(-120°),to 8’ =S -1, f(§") = f(S-1), f(S"+1) = f(S) oraz

n-1 n-2

[ [ =Rot(-120°) - | | i

i=0 i=0
= Rot(=120°) - (£(S) - I — f(S + 1) - Rot(120°))
= £(S) - (=1 = Rot(120°) - f(S+1) -1

=(=f(S) - f(S+1))-1 = f(S)-Rot(120°)
= f(S') -1 — f(S"+1)-Rot(120°)
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Wspoélrzedne wierzchotkéw heksastruktu mozemy teraz obliczyé z wykorzystaniem
ciaggu binarnego reprezentujacego Sciezke o ustalonej krawedzi poczatkowej z rozwaza-
nym wierzcholkiem. Na mocy twierdzenia [A1.7] zliczamy w badanym ciggu binarnym
zera, co odpowiada liczbie macierzy rotacji dla kata —120°, oraz zliczamy jedynki, co od-
powiada liczbie macierzy rotacji dla kata 120°. Podstawiajac otrzymany wzér na iloczyn
macierzy we wniosku [A.1.3| otrzymujemy nastepujacy wzér na wspolrzedne wierzcholkéw
heksastruktu:

Twierdzenie A.1.8. Niech f(i) = 1 — (i mod 3) dla i € Z oraz s(m) = X", (2b; — 1)
dlame{0,1,...,n—1}. Jezeli k € {2,3,...,n}, to

vi =v1+ ((k)- I +p(k)-Rot(120°)) - (vg — v1), (1.1.2)
gdzie
k-2 )
(k) = Y (1) £(5() (1.1.3)
i=0
oraz
k-2 )
p(k) = D (1) f(s(i) +1). (1.1.4)
i=0

Whniosek A.1.9. Jezeli w twierdzeniu przyjmiemy vi = [0 0]T, to
vi = (k) - T + p(k)-Rot(120°)) - vg. (1.1.5)

Na mocy powyzej otrzymanych wynikéw, polozenie wierzchotka v heksastruktu mo-
zemy okresli¢ wspélczynnikami stojacymi przy I oraz Rot(120°). Takie podejécie zdecy-
dowanie uprosci obliczenia i prowadzenie badan ze wzgledu na obecnoéé¢ wyltacznie liczb
catkowitych zamiast rzeczywistym w euklidesowym ukladzie wspélrzednych. Bez straty
ogblnosci przyjmujemy, ze wspdirzedne wierzchotkéw bedziemy przedstawiali wzgledem
krawedzi ([1 0]T,[0 0]T). W przeciwnym razie mozemy obrécié, przesunaé i przeskalo-
waé wspolrzedne wszystkich wierzchotkdéw zachowujac ksztalt heksastruktu. Powiemy, ze

wierzchotek heksastruktu ma wspétrzedne heksagonalne (¢, p), gdy
v=(c-1+p-Rot(120°)) - [1 0]".

Przyktad A.1.10. RozwazZamy heksastrukt H reprezentowany przez cigg binarny 11111.
W tabeli przedstawilismy obliczenia posrednich wartosci funkcji wykorzystanych
w twierdzeniu do obliczenia wspotrzednych kolejnych wierzcholkow heksastruktu H
z zaloZeniem, ze pierwsze dwa wierzcholki majg wspélrzedne, odpowiednio, [1 0]T
oraz [0 0]T. Otrzymane wyniki zestawilismy w tabeli .

Twierdzenie A.1.11. Niech n € N i niech p’ = (e[, e},...,ey) bedzie takq Sciezkq two-
rzqcq graf G, Ze e;( € R? oraz v}(,v;ﬁl € e;c dla k € {0,1,...,n}. Jezeli:

(i) vi =[00]T,
(ii) v}, sq postacz’ dla wszystkich k € {0,1,...,n+1}, dla pewnego ciggu binarnego B’,

to G jest heksastruktem reprezentowanym przez B’.
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k 0 1 2 3 4

s(k) 1 2 3 4 5
f(s(k)) 0 -1 1 0 -1

(=% f(s(k)) o 1 1 0 -1
f(s(k) +1) S |
(=D f(s(k)+1) 1 1 0 -1 -1

Tabela A.1: Posrednie wartosci funkcji wykorzystanych w twierdzeniu dla heksa-
struktu reprezentowanego przez ciag binarny 11111.

Kk 2 3 4 5 6
Wk) 0 1 2 2 1
o) 1 2 2 1 0

Tabela A.2: Wartosci funkcji ¢ i p o wzorach przedstawionych w twierdzeniu dla hek-
sastruktu reprezentowanego przez ciag binarny 11111.

Przyktad A.1.12. Niech n € N. Rozwazamy cigg binarny B o dlugo$ci 2n, gdzie bo; = 0
oraz bojy1 =1 dlai € {0,1,...,n—1}. Pokazemy, Ze B reprezentuje pewien heksastrukt H.

Zavwaimy, zZe

-1, m =0 (mod 2),

s(m) =
0, m=1 (mod 2),
-1, m =0 (mod 2),
f(s(m)) = {
1, m=1 (mod 2),

oraz
1, m=0 (mod 2),
0, m=1 (mod 2),

Fls(m) +1) =

dla m € {0,1,...,2n—1}. Stgd t«(m) = —-m — 3 i p(m) = L%J dlam € {2,3,...,2n —1}.
Zatem cigg S = ([¢(m) p(m)]-'—)me{z,3 _____ on-1) Jest réznowartosciowy oraz [0 0]T,[10]T ¢ S.
Ostatecznie cigg p’ = (eg, €, .., e5,), gdzie ((k), p(k)), (l(k +1),p(k+1)) € e} dla k €
{0,1,...,2n}, tworzy Sciezke. Na mocy twierdzenia[A.1.11}, istnieje heksastrukt utworzony
sciezkqg p’ reprezentowany przez B.

Przyktad A.1.13. RozwazZamy cigg binarny B dlugosci 4n dla pewnego n € N, gdzie
by = 0 = byir1 oraz bajyo = 1 = byiws dla i € {0,1,...,n— 1}. Pokazemy, Ze B repre-
zentuje pewien heksastrukt H. RozwazZamy wspolrzedne wierzchotkow zgodnie z twierdze-

niem [A.1.11 Zauwazimy, ze

-1, m=0 ( mod 2),
s(m)=19-2, m=1(mod 4),
0, m=3 ( mod 4),
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dlam €{0,1,...,4n—1}. Stqd

-1, m=0(mod 2),
f(s(m)) =40, m=1(mod 4),
1, m=3( mod 4),
oraz
1, m=0(mod 2),
fls(m)+1)=4-1, m=1(mod 4),
2, m=3( mod 4),

dlam €{0,1,...,4n—1}. Zatem mamy nastepujoce wzory na sktadowe przy I i Rot(120°)
(por. https: //oeis. org/A037915 oraz https: //oeis. org/A110657):

L(m):_Pm—ZJ’

4

m+2

p(m) = { + ((m + 2 mod 4) mod 3),

dlam € {0,1,...,4n-1}. Jezelim # 0 (mod 4), to «(m) <it(m+1). W przeciwnym przypadku
t(m) = «(m+1), ale wowczas p(m) < p(m+1). Zatem wspdlrzedne (¢(m), p(m)) tworzq silnie
rosngcy roznowartosciowy cigg wzgledem porzgdku leksykograficznego dlam € {0,1,...,4n—

1}. Czyli istnieje heksastrukt reprezentowany przez cigg B.
Lemat A.1.14. Niech z € Z oraz niech
f(n)=(=D"(((z+1) mod 3) — (z mod 3))

dla n € N. Wowczas
1, ne?2N,

2, ne2N+1.

f(n) mod 3 =
Twierdzenie A.1.15. Jezeli para (1, p) € Z jest wspdtrzedng heksagonalng wierzcholka,
to t+ p mod 3 < 2.

Dowdd. Niech p bedzie $ciezka heksastruktu H reprezentowang przez ciag binarny B =
bobi ...by,, gdzie n € N. Na mocy twierdzenia wierzcholki heksastruktu H maja
wspolrzedne (¢, p) € Z, gdzie

k-2
L= Z(—ni - (1 = (s(i) mod 3))
i=0

oraz
k=2

o= _Z(_l)i (1= (s(i) +1) mod 3)),
i=0

dla k € {2,3,...,n+ 1} oraz
s(m) = ) (2b; = 1)
i=0

123


https://oeis.org/A037915
https://oeis.org/A110657

dlame {0,1,...,n—1}. Wowczas

k=2 k=2

t+p= Z(—l)i - (1= (s({) mod 3)) — Z(—l)i -(1=(s@) +1) mod 3)
i=0 i=0
k

-2
(-1)" - (((s(i) + 1) mod 3) — (s(i) mod 3)).

[

4

Il
o

Na mocy lematu oraz wlasnoéci operatora modulo, jezeli k € 2N, to
k—2+2
(t+p) mod 3 = (3-T+1) mod 3 = 1.

Jezeli k € 2N + 1, to

k—-2+1

(L+p)mod3:(3 5

)mod3:0.

Heksagonalnym uktadem wspoétrzednych nazywamy uktad wspoétrzedny wyznaczony
przez wspolrzedne heksagonalne wszystkich wierzchotkéw, jakie moga tworzyé heksa-
strukt, tj. jest to taki zbiér punktéw (i, p) € Z2, ze t + p mod 3 < 2 (por. rys. |A.2).

Twierdzenie A.1.16. Jezeli k € {2,3,...,n} oraz wierzcholki vy ¢ vi majg wspdélrzedne

heksagonalne, odpowiednio, (i), p) i (41, 1), to vi ma wspdlrzedne heksagonalne (¢, p}),

gdzie
=4+ k) (g - ) = pk) (pg = p1).
pi = P+ (k) (pg = p) + p(R) (¢ = 44) = (G = £1))-
Dowdd. Niech k € {2,3,...,n} oraz niech vg i vi maja wspdirzedne heksagonalne, odpo-

wiednio, (¢, pg) 1 (¢}, p7). Z definicji wspotrzednych heksagonalnych, mamy:
(. ’ o T
vo = (¢ - I + pg, - Rot(120°)) - [1 0]
oraz:
vi = (- 1+ p}-Rot(120°)) - [1 0]T.

Stad
vo—v1 = ((thg—¢}) - T+ (0 — p}) - Rot(120%)) - [1 0]T.
Zauwazmy, ze Rot2(120°) = —I — Rot(120°), a wéwczas
(t(k) - I + p(k)-Rot(120°) - ((¢ = ¢4) - I + (o — p}) - Rot(120°%))
= (e(k) - (5o = 13) = p(K) - (0 = p1)) - 1
+ (k) - (g = p1) + p(K) - (g = ) = p(K) - (ph = p7)) - Rot(120°)  (1.1.6)
= (e(k) - (¢ = &4) = p(k) - (g = p1)) - 1
+ (k) (pg = p1) + p(K) (1 — 1) = (PG — p1))) - Rot(120°)
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5,—4) (—4,-2) (—3,0) (—2,2) (—1,4)
(_47 _4> (_37 _2) (_ ) O) (_17 2) (0’ 4)

Rysunek A.2: Fragment heksagonalnego uktadu wspélrzednych, gdzie pierwsza skladowa
wspolrzednej jest wspdlczynnikiem stojacym przy I, a druga skladowa wspdlrzednej jest
wspdlezynnikiem stojacym przy Rot(120°) we wzorze ((1.1.2)) na obliczanie wspotrzednych
wierzchotkow heksastruktéw ze wzgledu na ustalong pare wierzchotkéw (1,0) i (0,0) po-
taczonych krawedzig. Na czerwono zaznaczono osie, tj. linie, dla ktérych pierwsza wspoél-

rzedna lub druga wspélrzedna jest réwna zero.
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Na mocy wzoru (|1.1.2)) oraz réwnania ([1.1.6[), mamy:
vi =vi+ («(k) - I + p(k) - Rot(120%)) - (vo — v1)
= (¢ - I+ p) - Rot(120%) - [1 0]T
+ (k) (o= &4) = p(k) - (g = p1)) - 1 -
+ (k) (pg = 1) + p(R) (g = 1) = (pg — pi))) Rot(120 )-[op’
= (g +uk) - (g = 4h) = p(k) - (pG = p1)) -1
+ (1 + k) (ph = p1) + (k) (¢ - 13) = ( pl))) +Rot(120°) - [1 0]

O

Przyktad A.1.17. Niech vy i vi majg wspdlrzedne heksagonalne, odpowiednio, (2,1)
i (2,2) (por. rys.[A.9). Jezeli B =0, to, na mocy twierdzenia

s(0) = -
1(2) = -

p(2) = -

a stgd
6h=2+(-1)-(2-2)-(-1)-(1-2) =1,

py=2+(-1)-1-2)+(-D-(2-2)-(1-2) =2

Z drugiej strony, jezeli B =1, to

s(0) =1,
(2)=0
p(2) =1,

a stgd
6hb=2+0-(2-2)-1-(1-2)=3,

ph=2+0-(1-2)+1-((2-2)—(1-2)) =3.

Na zakonczenie tego podrozdziatu przedstawimy kilka obserwacji dotyczacych poto-
zenia sasiadujacych z danym wierzchotkiem innych wierzchotkéw wraz ze wzorem na ich

wspolrzedne.
Whiosek A.1.18. Niech v bedzie wierzchotkiem o wspdtrzednych heksagonalnych (i, p).

o Jezeli t+ p = 0 (mod 3), to istniejg wierzcholki o wspolrzednych heksagonalnych:
(Lp=1), (t+1,p) oraz (t—1,p = 1).

e Jezeli t+ p =1 (mod 3), to istniejg wierzchotki o wspdlrzednych heksagonalnych:
(t,o+1), (t=1,p) oraz (t+1,p+1).

Whiosek A.1.19. Niech vg, vy i vo bedg wierzcholkami o wspélrzednych heksagonalnych,

odpowiednio, (1), p(,), (1o +i1,p4+711) @ (1) +i2, p( +72).
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e Jezeli B =0 oraz (i1,r1) = (0,1), to (i2,r2) = (-1,1).

e Jezeli B=0 oraz (i1,r1) = (0,-1), to (ia,r2) = (1,-1).

e Jezeli B=0 oraz (i1,r1) = (1,0), to (ia,r2) = (2,1).

o Jezeli B=0 oraz (i1,r1) = (=1,0), to (io,r9) = (-2,-1).
o Jezeli B=0 oraz (i1,r1) = (1, 1), to (i2,r2) = (1,2).

o Jezeli B =0 oraz (i1,r1) = (—1,-1), to (i2,r2) = (—1,-2).
e Jezeli B=1 oraz (i1,r1) = (0,1), to (ia,r2) = (1,2).

e Jezeli B=1 oraz (i1,r1) = (0,=1), to (i2,r2) = (-1,-2).
o Jezeli B=1 oraz (i1,r1) = (1,0), to (i2,ro) = (1,-1).

o Jezeli B=1 oraz (i1,r1) = (=1,0), to (i2,r2) = (-1,1).

o Jezeli B=1 oraz (i1,r1) = (1,1), to (ia,re) = (2,1).

o Jezeli B=1 oraz (i1,r1) = (=1,-1), to (i2,r2) = (-2,-1).

Wzory na wspotrzedne heksagonalne trzeciego wierzchotka otrzymane dla mozliwych
wszystkich przypadkéw ze wzgledu na cigg binarny i poczatkowe dwa wierzchotki mozemy

uprosci¢ nastepujacym odwzorowaniem:

Whiosek A.1.20. Odwzorowanie h: Z3 — Z? dane wzorem:
h(b,ii1,r1) = (b(2r1 —iy) + 2i1 — r1,b(r1 — 2iy) + i1 + 1),

gdzie b jest jedynym bitem rozwazanego ciggu binarnego, tj. b € {0, 1}, spelnia teze kazdego

punktu wniosku[A.1.19

A.2 Walidacja ciagéw binarnych jako reprezentantéw hek-

sastruktow

Stwierdzenie, czy istnieje heksastrukt reprezentowany przez dany ciag binarny, jest
jednym z wiekszych wyzwan niniejszych rozwazan. Znalezienie metody pozwalajacej na
stwierdzenie tego faktu na podstawie samych bitéw pozwoli réwniez na opracowanie wzoru
na liczbe ciagéw binarnych reprezentujacych ciagi binarne (oraz pochodnych zagadnien,
np. z uwzglednieniem niezmienniczosci na rotacje). W niniejszym rozdziale prezentujemy
otrzymane sposoby, dzigki ktérym mozemy stwierdzi¢, ze dla danego ciagu binarnego na
pewno nie istnieje heksastrukt, ktéry moglby reprezentowac.

Niech n € N\ {1}, niech p = (eg,e1,...,en—1) bedzie éciezka heksastruktu reprezen-
towang przez ciag binarny B = bgbi...b,_o, niech vi,vis1 € er dla k € {0,1,...,n}
oraz niech vo = [10]T i vy =[00]T.
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Lemat A.2.1. JeZeli k € N, to

k .10, k=0 (mod 2),
D=1y =
i=0 1, k=1 (mod 2).

Lemat A.2.2. Jezeli k € N, to

§+1 (mod 2), k=0,

Z(_l)i(iﬂ): —ksl k=1 (mod 2
i=0 2 = mo )

Lemat A.2.3. Jezeli k € 2N, to

LS bo+by+...+b,, k=0,
2D b=
i=0 j=0 —(b1 + b3 +...+ bn), k=1 (mod 2).

Twierdzenie A.2.4. Wierzcholki o;; z; majqg wspolrzedne vo = [1 0]T wtedy i tylko wtedy,

gdy n € 2N 1 spelnione sq rownosci:

—2(bo+ba+...+by) + (5 +1)+3X1,(-1)'C; =0,
—2(bo+ba+...+by) + (5 +1)+3X(-1)'C! =0,

gdzie s(i) = 3-:0 2b;-1,C; = {%J oraz C! = {%J dla i €{0,1,...,n—2}.
Dowdd. Na mocy twierdzenia spelnione sa réwnosci:

imo(=D" (1 = (s(i) mod 3)) =1,

. (1.2.7)
"o (=1 (1= ((s(i) + 1) mod 3)) = 0.

Jezelii € {0,1,...,n}, to s(i) mod 3 = s(i) — 3C; oraz (s(i) + 1) mod 3 = s(i) — 3C}. Zatem
1= Z(-ni - (1 = (s(i) mod 3))

i=0

= > (=1 (1= (s(1) = 3C)
i=0

= DD =D (=D +3 ) (DG
i=0 i=0 i=0

= D (DI =D =D Y 2h; =) +3 ) (DG
i=0 i=0 j=0 i=0

_3 (-1)' =2 i(—w’ Z bj+ i(—l)i(i +1)+3 i(—l)iCi.
i=0 i=0 j=0 i=0 i=0

Na mocy lematéw [A.2.1] [A.2.2]i[A.2.3]

n

1= (-1)' -2 Zn:(—l)i Z bj+ Zn:(—l)i(i +1)+3 Zn:(—l)ici
0 i=0 j=0 i=0 i=0

—1-2(bo+by+...+by)+ (g + 1) +3i(—1)ici.
i=0
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Zatem

n
0=-2(bog+bo+...+by)+ (g + 1) + 32(—1)’C,-.
i=0

dla drugiego réwnania z (|1.2.7) mamy:

0= zn:(—l)i (1= ((s(i) + 1) mod 3))
i=0

DD (1= (s() +1-3¢)))
i=0

= > (=1 (s() = 3¢7)
i=0

-2 Zn:(—l)" Z b; + Zn:(—l)i(i +1)+3 Zn:(—l)icg
i=0 Jj=0 i=0 i=0

b+ ba+...+by)+ (g + 1) + 32(—1)"0;.
i=0

Zalézmy w druga strone, ze n jest nieparzyste. Ponownie na mocy lematéw [A.2.1],
i manmy:

1= an(—ni - QZn:(—l)i Z bj+ Zn:(—l)i(i +1) + 32’1:(—1)’@
i=0 i=0 j=0 i=0 i=0

n+1

=2(b1+ b3+ ...+ by) — = +3 ) (-G
i=0

oraz:
0=-2 Z(—1)" Z b+ Z(—l)"(i +1)+3 Z(—l)icg
i=0 7=0 i=0 i=0
1 c :
= 2(b1+ b+ +by) — 43 (-1)iC)
i=0
Zatem
(b1+b3+...+b,)+2(n+1) =1 (mod 3),
(b1 +bg+...+b,)+2(n+1) =0 (mod 3).
Sprzecznosé. Liczba n musi by¢ parzysta. O

Zanim wyciagniemy wnioski z twierdzenia [A.2.4] zauwazmy jedna przydatna réwnosé.

Lemat A.2.5. Jezeli z € Z, to

%J - EJ = ((z +2) mod 3) mod 2.

Dowad. Jezeli z = 3k dla pewnego k € Z, to
((z +2) mod 3) mod 2 = ((3k +2) mod 3) mod 2=0
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oraz
z+1

3

[3)-

Jezeli z = 3k + 1 dla pewnego k € Z, to

3k+1J B Pk

=k -k =0.
3 3J

((z +2) mod 3) mod 2 = (3k mod 3) mod 2 =0

13-

Jezeli z = 3k + 2 dla pewnego k € Z, to

oraz
3k+1

3

z+1

3

3

3k+2J

J=k -k =0.

((z +2) mod 3) mod 2 = ((3k +1) mod 3) mod 2 =1

-[3)-

oraz
z+1

=k +1-k =1.
3

3k +3 3k +2
3 3

Whiosek A.2.6. Jezeli wierzcholki p i p maja wspdlrzedne (1,0), to:
1. (bg+ba+...+b,)+2n+1= 0 (mod 3),

2. speinione jest rownanie:

n

D (=1 (((s(i) +2) mod 3) mod 2) = 0.

i=0

Powyzsze wyniki pomagaja nam wykry¢ kolizje w heksastruktach potencjalnie repre-
zentowanych przez rozwazane ciagi binarne. Jezeli ktorykolwiek z warunkéw we wnio-
sku nie jest spelniony, to poczatek i koniec Sciezki reprezentowanej przez rozwazany
ciag binarny na pewno nie koliduja ze soba. W druga strone niekoniecznie jest to prawda,

co pokazuja nastepujace przyklady:

Przyktad A.2.7. Niech $ciezka p bedzie reprezentowana przez cigg binarny 001. Wowczas

spelniona jest pierwsza zaleznosé wniosku[A.2.6):
(bo+ba)+2n+1=(0+1)+2-2+1=6= 0 (mod 3).

Wierzcholki tej $ciezki majg wspdirzedne heksagonalne, kolejno, (1,0), (0,0), (=1,-1),

(-1,-2) 7 (-2,-3), a zatem poczgtek i koniec tej Sciezki sq rozne.

Przyktad A.2.8. Niech sSciezka p bedzie reprezentowana przez cigg binarny 1. Wowczas

spelniona jest druga zalezno$é wniosku[A.2.6;:
> (=1)'(((s()) +2) mod 3) mod 2) = (1 +2) mod 3) mod 2) = 0.
i=0

Wierzcholki tej $ciezki majg wspdilrzedne heksagonalne, kolejno, (1,0), (0,0) i (0,1), a

zatem poczgtek i koniec tej Sciezki sq rozne.
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A.3 Zliczanie Sciezek rzedu drugiego na siatce heksagonéw

Zliczanie heksastruktéw bedacymi $ciezkami rzedu drugiego jest zagadnieniem kom-
binatorycznym, ktore polega na okresleniu liczby réznych $Sciezek o zadanej ztozonosci.
Reprezentacja takich $ciezek przy pomocy ciagéw binarnych wskazuje na wyktadniczy
wzrost liczby takich struktur ze wzgledu na ich dtugo$¢. Gléwnym wyzwaniem jest wy-
krywanie kolizji dla coraz bardziej ztozonych $ciezek. Pierwszy taki przypadek pojawia
sie dla Sciezek reprezentowanych przez ciagi binarne o dlugosci 5: 00000 oraz 11111 (por.
rys. . W niniejszym rozdziale przeprowadzimy analize zaleznosci liczby ciagdéw binar-
nych od ich dlugosci. Rozwazymy ciagi binarne bez zadnego kontekstu, jak i ciagi binarne
reprezentujace heksastrukty bedace $ciezki nieposiadajace wierzchotkéw stopnia trzeciego.
Wezmiemy réwniez pod uwage wplyw rotacji oraz odbié lustrzanych na moc zbioréw utwo-

rzonych przez poszczegdlne ciagi binarne o danej dlugosci.

Rysunek A.3: Sciezki heksastruktéw reprezentowane przez ciagi binarne, odpowiednio od
lewej do prawej, 00000 oraz 11111. Na czerwono zaznaczyliSmy wierzchotki oraz krawedzie
poczatkowe. Przerywana linig zaznaczyliSmy krawedzie powodujace kolizje z wierzchot-

kami poczatkowymi.

Rozpoczniemy od kilku stwierdzen zarysowujacych kontekst i podejscie do powyzej
opisanej problematyki. Ich celem jest rozbicie problemu na mniejsze problemy i utatwienie

analizy.
Twierdzenie A.3.1. Niech B € 8. Jezeli B=¢(B), to B # n(B).

Dowdd. Niech n € Niniech B = byby ... b,_1 bedzie takim ciggiem binarnym, ze B = ¢(B).
Przypuéémy, ze B = n(B). Wowczas bg = 1 — b,,—1. Sprzeczno$é, gdyz by = b,,—1. O

Twierdzenie A.3.2. Niech B € B. Jezeli B = n(B), to B # ¢(B).

Dowdd. Niech n € Niniech B = bgb; . ..b,-1 bedzie takim ciagiem binarnym, ze B = n(B).
Przypusémy, ze B = ¢(B). Wowczas bg = b,,—1. Sprzecznosé, gdyz by =1 —b,,_1. O

‘Wniosek A.3.3. Niech B € B. Jezeli B+ ¢(B) i B # n(B), to |{B,7(B),s(B),n(B)}| = 4.

W powyzszych twierdzeniach pokazujemy, ze problem zliczania mozna podzieli¢ na
zliczanie: ciggdédw binarnych niezmienniczych ze wzgledu na rotacje, ciaggdéw niezmienniczych
na odwroécenie ciggu oraz ciagéw, ktére nie sa ani niezmiennicze ze wzgledu na rotacje, ani
nie sa niezmiennicze ze wzgledu na odwrécenie ciggu. W kolejnych dwoch twierdzeniach
prezentujemy jawny wzér na liczbe ciggdéw binarnych o danej dlugosci z uwzglednieniem

niezmienniczoéci ze wzgledu na, odpowiednio, odwrécenie ciggu i rotacje.
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Twierdzenie A.3.4. Jezelin € N, to

[V

,  n=0 (mod 2),
"7, n=1 (mod 2).

2
{BeB:|Bl=nB=s(B)} = )

Dowéd. Niech n € N, niech B = bgbq ...b,_1 i niech

N=|{BeB:|Bl=n,B=¢(B)}.

Woéwcezas B = n(B) wtedy i tylko wtedy, gdy b; = b,,—1-; dlai € {0,1..., [”T_IJ} Jezeli
n =0 (mod 2), toi #n-1-idla wszystkichi € {0,1,..., 5 —1}. Wtedy wstawiamy bit na

5 indeksach, zatem N = 2%, Jezelin =1 (mod 2), ton—1— ”T_l = "T_l Wtedy wstawiamy

. _ . n+l
bit na % +1= ”T“ indeksach, zatem N = 27 . ]

Twierdzenie A.3.5. Jezelin € N, to

2, n=0 (mod 2),

2z,
[{Be€B:|Bl=nB=n(B)} =
0, n=1 (mod 2).

Dowod. Niech n € N, niech B = bgb; ...b,—1 i niech
N=|{B€B:|B|=n,B=n(B)}.

Wéwcezas B = n(B) wtedy i tylko wtedy, gdy b; =1-b,_1_; dlai € {0,1..., [%J }. Jezeli
n =0 (mod 2), toi # n—1-i dla wszystkich i € {0,1,...,5 -1}, a wéwczas N = 27, Jezeli
n=1 (mod?2),ton—-1- "T_l = %, czyli ban =1- an;l. Sprzecznosé, nie istnieja takie
ciagi binarne, wigc N = 0. ]

Zliczanie ciagéw binarnych oraz Sciezek heksastruktéw mozemy podzieli¢ na wiele r6z-
nych przypadkéw. W niniejszym rozdziale skupimy sie na nastepujacych szesciu, ktore

uwazamy za najistotniejsze w kontekscie niniejszej rozprawy doktorskiej:
a. liczba ciagéw binarnych o dlugosci n,

b. liczba ciagéw binarnych o dtugosci n reprezentujacych heksastrukty posiadajace do-

ktadnie dwa wierzchotki stopnia pierwszego i pozostate wierzchotki stopnia drugiego,

c. liczba ciaggéw binarnych o dlugosci n z dokladnoscig do ich niezmienniczoéci wzgle-

dem rotacji,

d. liczba ciggéw binarnych o dlugosci n, z doktadnoscia do ich niezmienniczosci wzgle-
dem rotacji, reprezentujacych heksastrukty posiadajace dokladnie dwa wierzchotki

stopnia pierwszego i pozostale wierzchotki stopnia drugiego,

e. liczba ciggéw binarnych o dlugosci n z dokladnoscia do ich niezmienniczosci wzgle-

dem rotacji i odbi¢ lustrzanych,

f. liczba ciagdéw binarnych o dtugosci n, z doktadnoscia do ich niezmienniczosci wzgle-
dem rotacji i odbi¢ lustrzanych, reprezentujacych heksastrukty posiadajace doktad-

nie dwa wierzcholki stopnia pierwszego i pozostale wierzcholtki stopnia drugiego.
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n a(n) b(n) a(n) —b(n) (a(n) —b(n)/b(n) b(n)/b(n—-1)
1 2 2 0 0.0
2 4 4 0 0.0 2.0000
3 8 8 0 0.0 2.0000
4 16 16 0 0.0 2.0000
5 32 30 2 0.1 1.8750
6 64 o8 6 0.1 1.9333
7 128 112 16 0.1 1.9310
8 256 216 40 0.2 1.9286
9 512 406 106 0.3 1.8796
10 1024 776 248 0.3 1.9113
11 2048 1472 576 0.4 1.8969
12 4 096 2 796 1 300 0.5 1.8995
13 8 192 5 260 2932 0.6 1.8813
14 16 384 9 964 6 420 0.6 1.8943
15 32 768 18 756 14 012 0.7 1.8824
16 65 536 35 400 30 136 0.9 1.8874
17 131 072 66 450 64 622 1.0 1.8771
18 262 144 125 168 136 976 1.1 1.8836
19 524 288 234 768 289 520 1.2 1.8756
20 1 048 576 441 332 607 244 14 1.8799
21 2097 152 826 564 1270 588 1.5 1.8729
22 4 194 304 1 551 488 2 642 816 1.7 1.8770
23 8 388 608 2903 404 5 485 204 1.9 1.8714
24 16 777 216 5 442 740 11 334 476 2.1 1.8746
25 33 554 432 10 175 458 23 378 974 2.3 1.8695
26 67 108 864 19 053 856 48 055 008 2.5 1.8725
27 134 217 728 35 598 028 98 619 700 2.8 1.8683
28 268 435 456 66 596 136 201 839 320 3.0 1.8708
29 536 870 912 124 332 150 412 538 762 3.3 1.867
30 1073 741 824 232 405 998 841 335 826 3.6 1.8692
31 2147 483 648 433 651 416 1 713 832 232 4.0 1.8659
32 4294 967 296 810 017 712 3 484 949 584 4.3 1.8679
33 8589934 592 1510 605 650 7079 328 942 4.7 1.8649
34 17179 869 184 2 819 861 226 14 360 007 958 5.1 1.8667
35 34 359 738 368 5 256 363 816 29 103 374 552 5.5 1.8641

Tabela A.3: Wartosci ciaggéw a i b oraz zaleznosci a — b, % i illoczynu ciagu b dla n €
{1,2,...,35}, gdzie a jest odwzorowaniem zwracajacym liczbe ciggdéw binarnych o danej
dtugosci oraz b jest odwzorowaniem zwracajacym liczbe ciagéw binarnych o danej dlugosci
reprezentujacych heksastrukty posiadajace dokladnie dwa wierzchotki stopnia pierwszego
i pozostate wierzchotki stopnia drugiego.
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Analize rozpoczniemy od dwéch pierwszych przypadkéw. Niech a: N — N bedzie funk-
cja, ktéra zwraca liczbe ciagdéw binarnych o danej dlugosci oraz niech b: N — N bedzie
funkcja, ktéra zwraca liczbe ciagdéw binarnych o zadanej dtugoéci reprezentujacych heksa-
strukty posiadajace doktadnie dwa wierzchotki stopnia pierwszego i pozostate wierzchotki
stopnia drugiego. W ciagach rozwazanych w funkcji a kolejny powstaje poprzez dotozenie

bitéw 0 i 1, wigc natychmiast otrzymujemy doktadny wzér.
Twierdzenie A.3.6. Jeielin € N, to a(n) = 2".

Pierwsze kolizje w ciggach binarnych reprezentujacych heksastrukty pojawiaja sie
dla n = 5. Sa to ciagi 00000 i 11111, ktérych ksztalt bedzie powodowal réwniez koli-
zje w dluzszych ciagach binarnych reprezentujacych heksastrukty (por. rys. . Kolejny
taki ksztalt pojawia sie dla n = 9 i reprezentuje go ciag binarny, np. 1111011110 (por.
rys. . Kolejne ksztalty pojawiaja sie dla n = 11 (por. rys. oraz dla n = 13 (por.
rys. . Zauwazmy (por. tabela , ze liczba ciggdéw binarnych potencjalnie reprezen-
tujacych $ciezki z kolizjami przekracza liczbe prawidlowych ciagéw binarnych dla n = 18,
gdzie b(18) = 125 168 natomiast a(18) — b(18) = 136 976. Co wiecej, juz dla n rownego
24 nieprawidtowych ciagéw binarnych jest ponad dwa razy wiecej niz tych prawidtowych,
co sugeruje, ze granica iloczynu ciagu b jest mniejsza od 2. Istotnie, w pracy [10] au-
torzy przedstawiaja dowdd na istnienie nastepujacej stalej wskazujacej na ograniczenie

przyrostu kolejnych wartosci:
Twierdzenie A.3.7 ([10], twierdzenie 1). Jezeli n — oo, to bg—“ — V2 + V2 ~ 1.8478.

Uwaga A.3.8. W podrozdziale przedstawilismy implementacje pozwalajgce na obli-

czenie wartosci ciggu b.

Intuicyjnie, liczba ciagéw binarnych reprezentujacych heksastrukty posiadajace do-
ktadnie dwa wierzchotki stopnia pierwszego i pozostate wierzchotki stopnia drugiego roénie
wykltadniczo w tempie okolo 1.85-raza na krok. Doktadny wzér dla b pozostaje otwartym

problemem.

Rysunek A.4: Ksztatty heksastruktow z jedna kolizja. Po lewej stronie heksastrukt repre-
zentowany przez ciagi binarne o dtugosci 9 (np. 1111011110). Po prawej stronie heksastrukt
reprezentowany przez ciagi binarne o dtugosci 11 (np. 111011101110).

Przechodzimy do kolejnych dwéch przypadkéw. Niech ¢: N — N bedzie funkcjg zwra-

cajaca liczbe niezmienniczych ze wzgledu na rotacje ciagdw binarnych o danej dlugosci
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n c(n) d(n) c(n) —d(n) (c(n) —d(n))/d(n) d(n)/d(n—-1)
1 1 1 0 0.0
2 3 3 0 0.0 3.0000
3 4 4 0 0.0 1.3333
4 10 10 0 0.0 2.5000
5 16 15 1 0.1 1.5000
6 36 33 3 0.1 2.2000
7 64 56 8 0.1 1.6970
8 136 116 20 0.2 2.0714
9 256 203 93 0.3 1.7500
10 528 403 125 0.3 1.9852
11 1024 736 288 0.4 1.8263
12 2 080 1427 653 0.5 1.9389
13 4 096 2 630 1 466 0.6 1.8430
14 8 256 5 038 3 218 0.6 1.9156
15 16 384 9 378 7 006 0.7 1.8615
16 32 896 17 806 15 090 0.8 1.8987
17 65 536 33 225 32 311 1.0 1.8659
18 131 328 62 785 68 543 1.1 1.8897
19 262 144 117 384 144 760 1.2 1.8696
20 524 800 221 048 303 752 1.4 1.8831
21 1 048 576 413 282 635 294 1.5 1.8696
22 2 098 176 776 466 1321 710 1.7 1.8788
23 4194 304 1 451 702 2 742 602 1.9 1.8696
24 8 390 656 2722 731 5 667 925 2.1 1.8755
25 16 777 216 5 087 729 11 689 487 2.3 1.8686
26 33 558 528 9 529 493 24 029 035 2.5 1.8730
27 67 108 864 17 799 014 49 309 850 2.8 1.8678
28 134 225 920 33 302 896 100 923 024 3 1.8711
29 268 435 456 62 166 075 206 269 381 3.3 1.8667
30 536 887 296 116 212 073 420 675 223 3.6 1.8694
31 1073 741 824 216 825 708 856 916 116 4 1.8658
32 2147 516 416 405 025 889 1 742 490 527 4.3 1.8680
33 4294 967 296 755 302 825 3 539 664 471 4.7 1.8648
34 8590 000 128 1409 962 567 7 180 037 561 5.1 1.8668
35 17179 869 184 2 628 181 908 14 551 687 276 5.5 1.8640

Tabela A.4: Wartosci ciaggéw ¢ i d oraz zaleznosci ¢ — d, % i illoczynu ciggu d dla n €
{1,2,...,35}, gdzie ¢ jest odwzorowaniem zwracajacym liczbe niezmienniczych ze wzgledu
na rotacje ciagéw binarnych o danej dltugosci oraz d jest odwzorowaniem zwracajacym
liczbe niezmienniczych ze wzgledu na rotacje ciagéw binarnych o danej dtugosci reprezen-
tujacych heksastrukty posiadajace dokladnie dwa wierzchotki stopnia pierwszego i pozo-
stale wierzchotki stopnia drugiego.
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Ty

Rysunek A.5: Ksztalty heksastruktow z jedna kolizja reprezentowane przez ciagi binarne
o dtugoéci 13. Przyktadowymi ciggami binarnymi reprezentujacymi heksastrukty od lewej
do prawej, to, odpowiednio, 11110101111010 oraz 1110110111100.

i niech d: N — N bedzie funkcja zwracajaca liczbe niezmienniczych ze wzgledu na rotacje
ciagdéw binarnych o danej dlugosci reprezentujacych heksastrukty posiadajace dokladnie
dwa wierzchotki stopnia pierwszego i pozostate wierzchotki stopnia drugiego. Wzér odwzo-
rowania ¢ wyprowadzamy z wykorzystaniem twierdzen i zliczajac ciagi binarne
niezmiennicze ze wzgledu na rotacje oraz zliczajac ciagi binarne, ktére nie sa niezmiennicze

ze wzgledu na rotacje, co redukuje ich liczbe o polowe.

Twierdzenie A.3.9. Jeielin € N, to

2n=1 49251 ;=0 (mod 2),

c(n) =
on-1 n=1 (mod 2).

Dowdd. Jezeli n € 2N, to, na mocy twierdzenia mamy 22 takich ciggéw binarnych B,
ze B = n(B). Stad mamy 2" — 2% takich ciagéw binarnych, ze B # n(B), a wiec

1 n n n
c(n) = 5(2" - 25) 198 —on1 4981,

Jezeli n € 2N — 1, to nie istnieja takie ciagi binarne, ze B = n(B). Stad c(n) = % -2, m|

Ponownie, analizujac dane empiryczne (por. tabela widzimy, ze liczba nieprawi-
dlowych ciagéw binarnych przekracza liczbe ciagdéw binarnych uwzglednionych w czwar-
tym przypadku dla n = 18, gdzie jest ich, odpowiednio, 125 168 oraz 136 976. Co wiecej,
dla n = 24 liczba nieprawidlowych ciagéw binarnych jest juz ponad dwukrotnie wiek-
sza. Zatem ponownie spodziewamy sie, ze granica iloczynu ciggu d bedzie mniejsza od
dwoch. Istotnie, jezeli B jest ciagiem binarnym, to moze on reprezentowaé¢ maksymalnie
dwa heksastrukty z uwzglednieniem niezmienniczosci na rotacje. Zatem, w zaokragleniu,
dla duzych n, pozostaje nam co drugi ciag binarny. Stad d,, = %bn dla duzych n, a tym

samym zbieznos$¢ ilorazu ciggu d upraszcza sie do zbieznosci ilorazu ciagu b.
Twierdzenie A.3.10. JeZeli n — oo, to dc’;—;l — V2 + V2~ 1.8478.
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Zauwazmy, ze jezeli pominiemy takie ciagi binarne B, ze B = n(B), to wartosci ciagu d

dla nieparzystych argumentéw sa zalezne od wartosci ciggu b.
Whniosek A.3.11. Jezelin € 2N+ 1, to 2d,, = b,,.

Uwaga A.3.12. W podrozdziale przedstawilismy implementacje pozwalajgce na obli-

czenie warto$ci ciggu d.

W ostatnich dwéch przypadkach rozwazamy odwzorowanie e: N — N zwracajace liczbe
niezmienniczych ze wzgledu na rotacje i odbicia lustrzane ciagéw binarnych o danej dtugo-
$ci oraz odwzorowanie f: N — N zwracajace liczbe niezmienniczych ze wzgledu na rotacje
i odbicia lustrzane ciagdéw binarnych o danej dlugosci reprezentujacych heksastrukty po-
siadajace dokladnie dwa wierzchotki stopnia pierwszego i pozostale wierzchotki stopnia
drugiego. Wzér dla ciagu e wyprowadzamy na podstawie twierdzen i wnio-
sku[A-33| dzielac zagadnienie na sume liczby ciagdéw binarnych niezmienniczych ze wzgledu

na odwrécenie ciggu, liczby ciggdéw binarnych niezmienniczych na rotacje oraz pozostatych.

Woéwezas formula wynika z twierdzen i

Twierdzenie A.3.13. JeZelin € N, to

2n=2 4 95°1 =0 (mod 2),
-2 4 2" -1 =1 (mod 2).

Dowad. Jezelin € 2N, to, na mocy twierdzenia mamy 22 takich ciagéw binarnych B,
ze B = n(B) oraz, na mocy twierdzenia mamy 27 takich ciagéw binarnych, ze
B = ¢(B). Stad mamy 2" —22 —27 takich ciagéw binarnych, ze B # n(B) oraz B # ¢(B) Na

mocy trzeciego punktu twierdzenia [A.3.4] bierzemy co czwarty taki ciag binarny, a wiec
1 n n n n n
e(n) = Z(2" _o% 25) 128 428 —on2 4 981
Jezeli n € 2N — 1, to nie istnieja takie ciagi binarne, ze B = n(B). Stad
Lion _on L _o9n-2 9% -1
e(n) = 1(2 —22)+22 = 9n=2 4 9"l
O

Konsekwentnie analizujac dane empiryczne (por. tabela widzimy, ze liczba niepra-
widlowych ciggéw binarnych przekracza liczbe ciggdéw binarnych uwzglednionych w szo-
stym przypadku dla n = 18, gdzie jest ich, odpowiednio, 31 455 oraz 34 337, a dla n = 24
liczba nieprawidtowych ciagdéw binarnych jest juz ponad dwukrotnie wicksza. Znowu spo-
dziewamy si¢, ze granica iloczynu ciagu d bedzie mniejsza od dwdch. Istotnie, jezeli B jest
ciggiem binarnym, to moze on reprezentowa¢ maksymalnie cztery heksastrukty z uwzgled-
nieniem niezmienniczo$ci na zamiane bitow, odwrdcenie ciaggu i rotacje. Zatem, w zaokra-

gleniu, dla duzych n, pozostaje nam co czwarty cigg binarny. Stad f, = %bn dla duzych n.

Twierdzenie A.3.14. Jezelin — o, to % — V2 + V2 ~ 1.8478.

Uwaga A.3.15. W podrozdziale [B.6 przedstawilismy implementacje pozwalajgce na obli-

czenie warto$ci ciggu f.
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n e(n) f(n)  e(n)=f(n) (e(n)—fm)/f(n) f)/f(n-1)
1 1 1 0 0.0
2 2 2 0 0.0 2.0000
3 3 3 0 0.0 1.5000
4 6 6 0 0.0 2.0000
5 10 9 1 0.1 1.5000
6 20 18 2 0.1 2.0000
7 36 31 5 0.2 1.7222
8 72 61 11 0.2 1.9677
9 136 107 29 0.3 1.7541
10 272 207 65 0.3 1.9346
11 528 378 150 0.4 1.8261
12 1 056 724 332 0.5 1.9153
13 2 080 1333 47 0.6 1.8412
14 4 160 2 537 1623 0.6 1.9032
15 8 256 4723 3533 0.7 1.8616
16 16 512 8 938 7974 0.8 1.8924
17 32 896 16 674 16 222 1.0 1.8655
18 65 792 31 455 34 337 1.1 1.8865
19 131 328 58 805 72 523 1.2 1.8695
20 262 656 110 642 152 014 1.4 1.8815
21 524 800 206 849 317 951 1.5 1.8695
22 1 049 600 388 444 661 156 1.7 1.8779
23 2098 176 726 236 1371 940 1.9 1.8696
24 4 196 352 1 361 766 2 834 586 2.1 1.8751
25 8 390 656 2 544 568 5 846 088 2.3 1.8686
26 16 781 312 4 765 466 12 015 846 2.5 1.8728
27 33 558 528 8 900 805 24 657 723 2.8 1.8678
28 67 117 056 16 652 803 50 464 253 3.0 1.8709
29 134 225 920 31 085 427 103 140 493 3.3 1.8667
30 268 451 840 58 108 482 210 343 358 3.6 1.8693
31 536 887 296 108 417 265 428 470 031 4.0 1.8658
32 1073 774 592 202 517 545 871 257 047 4.3 1.8679
33 2147 516 416 377 659 515 1 769 856 901 4.7 1.8648
34 4295 032 832 704 989 607 3 590 043 225 5.1 1.8667
35 8590 000 128 1 314 105907 7 275 894 221 5.5 1.8640

Tabela A.5: Wartodci ciagdéw e i f oraz zaleznosci e — f, # i iloczynu ciggu f dla n €
{1,2,...,35}, gdzie e jest odwzorowaniem zwracajacym liczbe niezmienniczych ze wzgledu
na rotacje i odbicia lustrzane ciggéw binarnych o danej dlugoéci oraz f jest odwzorowa-
niem zwracajacym liczbe niezmienniczych ze wzgledu na rotacje i odbicia lustrzane cia-
géw binarnych o danej dtugosci reprezentujacych heksastrukty posiadajace doktadnie dwa
wierzcholki stopnia pierwszego i pozostate wierzcholki stopnia drugiego.
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Dodatek B
Implementacje w jezyku Python

W tym rozdziale przedstawimy implementacje narzedzi przedstawionych w niniejszej
dysertacji z opisem ich zaprojektowania oraz dzialania. Wskazemy zalety wybranych roz-
wiazan pod wzgledem optymalizacyjnym. Kod przygotowywalismy w Google Colabola-
tory z uzyciem jezyka Python z wielu powodéw. Przede wszystkim jest darmowy, nie
wymaga instalacja érodowiska oraz jest dostepny z dowolnej maszyny. Ponadto Colab ma
preinstalowane popularne biblioteki oraz jest oparty o Jupyter Notebook, dzigki czemu
tatwo jest wizualizowa¢ dane oraz dokumentowaé¢ wyniki. Natomiast Python nie wy-
maga kompilacji, jest powszechnie wykorzystywane w spotecznosci naukowcéw oraz po-
zwala na szybkie tworzenie i testowanie algorytméw. Podstawowym modulem wykorzy-
stywanym przez nas jest Numba, ktory zdecydowanie przyspiesza obliczenia dzieki kom-
pilowaniu kodu Python do kodu maszynowego, co jest istotne w implementacji ztozo-
nych algorytméw wykorzystywanych w tej pracy. Ponizsze implementacje oraz inne nie-
zbedne do przeprowadzenia symulacji udostepniamy na platformie GitHub w repozytorium
https://github.com/Grzegorz-Mos/PhD/.

B.1 Funkcja t

Funkcja 7 zamienia bity ciggu binarnego na przeciwne. Mozemy ja zaimplementowad

w jezyku Python na dwa sposoby:

(1) iterujac znaki ciagu binarnego i zamieniajac 0 na 1 oraz 1 na 0 (por. implementa-

cja 1),
(2) wykorzystujac operator X0R (por. implementacja [B.1.2)).

Rozwazajac ciaggi binarne w postaci ciagow znakéw, zgodnie z dokumentacja Python,
otrzymujemy liniowa ztozono$¢ obliczeniowa. W przypadku ciagéw binarnych jako liczb

zlozonos$é obliczeniowa jest stala.

def tauStr( binarySequenceString: str ) -> str:
return ’’.join(’1’ if b == ’0’ else 0’ for b in

binarySequenceString)

Implementacja B.1.1: Implementacja funkcji T dla ciagu binarnego w postaci ciaggu znakow.
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https://github.com/Grzegorz-Mos/PhD/

def tauInt( binarySequencelnteger: int , length: int ) -> int:
mask = (1 << length) - 1
return binarySequencelnteger ~ mask

Implementacja B.1.2: Implementacja funkcji 7 dla ciggu binarnego w postaci liczby

catkowitej z okreslona dlugoscia ciagu.

B.2 Funkcja ¢

Funkcje ¢ mozemy zaimplementowaé na kilka sposobéw:

o traktujac ciag binarny jako ciag znakéw, a nastepnie wykorzystujac notacje wycin-

kéw (por. implementacja [B.2.1)),

o traktujac ciag binarny jako liczbe catkowita z dana jego dtugoscia, a nastepnie po-
nownie wykorzystujac notacje wycinkéw (por. implementacja [B.2.2)),

« traktujac ciag binarny jako liczbe catkowita z dang dlugoscia, a nastepnie wykorzy-
stujac operacje binarne optymalizujac funkcje metoda njit z biblioteki Numba (por.

implementacja [B.2.3]).

Jezeli ciag binarny jest w postaci ciagu znakéw, to implementacja jest najoptymal-
niejsza. Jezeli ciag binarny jest w postaci liczby calkowitej, to implementacja jest
najoptymalniejsza. Implementacje i nie moga by¢ skompilowane z uzyciem pa-
kietu Numba ze wzgledu na operacje na tekscie, ktore nie sa wspierane w tym przypadku.
Funkcje ¢ implementujemy z wykorzystaniem notacji wycinkéw (por. implementa-
cja . Wykorzystamy réwniez implementacje dla ciaggéw binarnych w postaci liczb
catkowitych, ktéra réwniez korzysta z notacji wycinkéw (por. implementacja .

def sigmaStr( binarySequenceString: str ) -> str:

return binarySequenceString[::-1]

Implementacja B.2.1: Implementacja funkcji ¢ dla ciagu binarnego w postaci ciagu znakow.

def sigmalInt( binarySequencelnteger: int , length: int ) -> int
binarySequenceString = bin(binarySequenceInteger) [2:].2zfill(
length)
return int( binarySequenceStringl[::-1] , 2 )

Implementacja B.2.2: Implementacja funkcji ¢ dla ciaggu binarnego w postaci liczby

catkowitej z okreélong dlugoscia ciaggu z wykorzystaniem operacji na ciagach znakdéw.

def sigmalInt(bsInt: int, length: int) -> int:
result = 0
for _ in range(length):
result = (result << 1) | (bsInt & 1)
bsInt >>= 1

return result
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Implementacja B.2.3: Implementacja funkcji ¢ dla ciagu binarnego w postaci liczby

calkowitej z okreslong dtugoscia ciagu z wykorzystaniem operacji binarnych.

B.3 Funkcja r

Funkcje m wdrozymy wykorzystujac implementacje 7 i ¢. Analogicznie rozwazamy moz-

liwo$¢ rozwazenia ciagu binarnego jako tekstu (por. implementacja [B.3.1)) oraz jako liczby
calkowitej (por. implementacja B.3.2)).

def piStr( binarySequenceString: str ) -> str:

return sigmaStr( tauStr ( binarySequenceString ) )

Implementacja B.3.1: Implementacja funkcji 7 dla ciagu binarnego w postaci ciggu znakéw.

def piInt( binarySequencelnteger: int , length: int ) -> int:
return sigmaInt( taulnt( binarySequencelnteger , length ) ,
length )

Implementacja B.3.2: Implementacja funkcji 7 dla ciagu binarnego w postaci liczby

catkowitej z okreslona dlugoscia ciagu.

PrzeprowadziliSmy testy pordéwnujace efektywnosé implementacji funkcji 7 opartej
o liczby z jej implementacja oparta o ciagi znakéw. Otrzymalidémy nastepujace czasy dla po-

szczegblnych podejsé bez prekompilacji z wykorzystaniem pakietu numba:
o implementacja z wykorzystaniem liczb: 33, 38, 34 i 32 sekundy,
e implementacja z wykorzystaniem ciagéw znakdéw: 80, 81, 90 i 84 sekundy.

Zatem implementacja z wykorzystaniem liczbowej reprezentacji ciggu binarnego jest sred-
nio ponad dwukrotnie szybsza czasowo niz implementacja z wykorzystaniem ciagu binar-
nego. Ponadto wykorzystanie pakietu numba poprawia wynik dla implementacji z wyko-

rzystaniem liczb dwukrotnie.

B.4 Rozszerzone ciaggi binarne

W implementacji przedstawiamy wdrozenie rozszerzonych ciagéw binarnych
w postaci obiektu HexSeq, ktéry utatwia nam prace z nimi. W kolejnych implementacjach
wdrazamy przydatne metody do klasy HexSeq. W zwracamy poszczegblne podciagi
rozszerzonego ciagu binarnego w postaci obiektu HexSeq. W sprawdzamy, czy obiekt
istotnie jest rozszerzonym ciagiem binarnym, czy jednak redukuje sie do ciagu binarnego.
W [B.4.4zwracamy poszczegdlne sktadowe rozszerzonego ciggu binarnego w postaci obiektu
HexSeq. W kolejnych implementacjach: [B.4.5] [B.4.6] [B.4.7]i[B.4.§| wdrazamy odwzorowania

dla rozszerzonych ciagéw binarnych, odpowiednio, w, 7, ¢ i 7.
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class HexSeq:

def __init__( self , extendedBinarySequenceStringOrPrefix , infix
= None , sufix = None ):
if isinstance( extendedBinarySequenceStringOrPrefix , HexSeq )
and isinstance( infix , HexSeq ) and isinstance( sufix , HexSeq

)
self .prefix = str( extendedBinarySequenceStringOrPrefix )
self.infix = str( infix )

str( sufix )

self.sufix

elif isinstance( extendedBinarySequenceStringOrPrefix , str )

and infix == None:
extendedBinarySequenceString =
extendedBinarySequenceStringOrPrefix
if not ’(°
self .prefix =
self.
self.

else:

in extendedBinarySequenceString:
extendedBinarySequenceString
infix = None
sufix = None
bracketsCounter = 1

i = extendedBinarySequenceString.index( ’(’ )

n = len( extendedBinarySequenceString )

for j in range( i + 1 , n ):

if extendedBinarySequenceString[ j ]
bracketsCounter += 1

elif extendedBinarySequenceString[ j ] ==
bracketsCounter -= 1

if bracketsCounter == O0:

break

self .prefix = extendedBinarySequenceString[:1i]

self.infix = extendedBinarySequenceString[i+1:j]

self .sufix = extendedBinarySequenceString[j+1:]

def

if self.infix ==

__repr__(self):
None:

return self.prefix

return f'"{self.prefix}({self.infix}){self.sufixl}"

Implementacja B.4.1: Podstawowa implementacja rozszerzonego ciggu binarnego w postaci

klasy HexSeq wraz z metodg pozwalajaca na jego wysSwietlenie w postaci ciggu znakow.

def getPrefix( self ):
return HexSeq( self.prefix )

def getInfix( self ):

return HexSeq( self.infix )
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def getSufix( self ):

return HexSeq( self.sufix )

Implementacja B.4.2: Metody klasy HexSeq pozwalajace na pobranie poszczegdlnych

podciagéw rozszerzonego ciagu binarnego w postaci obiektu HexSeq.

def isExtendedBinarySequence( self ):
return self.infix != None

Implementacja B.4.3: Metoda klasy HexSeq sprawdzajaca, czy obiekt istotnie reprezentuje

rozszerzony ciag binarny, czy ciag binarny.

def getFirstSubSequence( self ):
return HexSeq( f"{self.prefix}0{self.infixl}" )

def getSecondSubSequence ( self ):
return HexSeq( f"{self.prefix}i{self.sufixl}" )

def getSubSequences( self ):
if not self.isExtendedBinarySequence ():

return [ self.getPrefix() ]

return [ self.getFirstSubSequence() , self.getSecondSubSequence

O 1

Implementacja B.4.4: Metody klasy HexSeq zwracajace skladowe rozszerzonego ciagu

binarnego.

def getComplexity( self ):
if not self.isExtendedBinarySequence ():

return 1

return sum( seq.getComplexity () for seq in self.getSubSequences

O

Implementacja B.4.5: Metoda klasy HexSeq zwracajaca jego ztozonos¢.

def getTau( self ):
if not self.isExtendedBinarySequence ():
length = len( self.prefix )
binarySequenceAsInt = int( self.prefix , 2 )
mask = (1 << length ) - 1
return HexSeq( bin( binarySequenceAsInt ~ mask )[2:].zfill(
length ) )

return HexSeq( self.getPrefix().getTau() , self.getSufix().
getTau() , self.getInfix().getTau() )

Implementacja B.4.6: Metoda klasy HexSeq zwracajaca rozszerzony ciagg binarny bedacy

obrazem funkcji 7.
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def getSigma( self ):
if not self.isExtendedBinarySequence ():
return HexSeq( self.prefix[::-1] )

return HexSeq( self.getSufix().getSigma() , self.getInfix().
getTau() , self.getPrefix().getSigma() )

Implementacja B.4.7: Metoda klasy HexSeq zwracajaca rozszerzony ciag binarny bedacy

obrazem funkcji ¢.

def getPi( self ):
return self.getSigma().getTau()

Implementacja B.4.8: Metoda klasy HexSeq zwracajaca rozszerzony ciag binarny bedacy

obrazem funkcji .

B.5 Metryka dla rozszerzonych ciggéw binarnych

Implementacja wdrazamy réwnanie (4.1.1]) dzigki czemu mozemy obliczaé od-
legltos¢ miedzy ciggami binarnymi i rozszerzonymi ciggami binarnymi z wykorzystaniem
miary odlegtodci okreslonej dla ciggdéw binarnych oraz HexSeq przedstawionego w imple-

mentacji

def ebsDistance( sl1: HexSeq , s2: HexSeq , bsDistance ):
isEBS1 , isEBS2 = sl1.isExtendedBinarySequence() , s2.

isExtendedBinarySequence ()

if not isEBS1 and not isEBS2:
return bsDistance( sl , s2 )

if not isEBS1:

return ebsDistance( s2 , s1 , bsDistance )
subSequencesl = sl.getSubSequences ()
if not isEBS2:
return min( ebsDistance( subSequencesl[ O ] , s2 , bsDistance )
+ ebsDistance( subSequencesl[ 1 ] , HexSeq(’’) , bsDistance ),
ebsDistance( subSequencesli[ 1 ] , s2 , bsDistance )
+ ebsDistance( subSequencesl[ 0 ] , HexSeq(’’) , bsDistance ) )
subSequences2 = s2.getSubSequences ()

return min(
sum( ebsDistance( subSequencesl[ i ] , subSequences2[ i ] ,
bsDistance ) for i in range( 2 ) ),
sum( ebsDistance( subSequencesl[ i ] , subSequences2[ 1 - i ]

, bsDistance ) for i in range( 2 ) ) )
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Implementacja B.5.1: Funkcja obliczajaca odlegtos¢ miedzy dwoma rozszerzonymi
ciaggami binarnymi dla danej metryki mierzacej odleglo$¢ miedzy ciagami binarnymi
(implementacja wzoru [4.1.1]).

B.6 Catanatron

Catanatron (zob. https://github.com/bcollazo/catanatron) to aplikacja utwo-
rzona w jezyku Python przez Bryana Collazo, ktéra pozwala na rozgrywanie i symulowania
rozgrywek w gre planszowa Catan. Wykorzystalidmy ten symulator ze wzgledu na ogdlno-
dostepny kod oraz przystosowanie go do wykorzystania w badaniach przez autora, ktory
udostepnil stosowny kod do testowania i symulowania gier w jezyku Python. Zrédla do-
stepne sa w repozytorium GitHub, dzigki czemu tatwo jest zaimportowaé stosowne biblio-
teki do Google Colabolatory i z nich korzystaé. Udostepniony kod w wiekszosci wystarcza
nam do otrzymywania danych i ich agregowania. Ponizej punktujemy zmiany i poprawki
wdrozone w kodzie celem ujednolicenia wynikéw symulacji (cala implementacja gotowa do

symulacji dostepna w notatnikul).

e Korzystamy z wersji ze zmianami wdrozonymi do pull request 301 ze wzgledu na
pézniejsze zmiany w kodzie, ktére zmieniaja sposéb symulacji i nie sa kompatybilne

z przeprowadzonymi przez nas badaniami sprzed tych zmian.

o Zdefiniowaliémy podstawowa mape opisanag w instrukcji Catan (por. implementa-
cja |[B.6.1). Domy$lnie aplikacja dla kazdej symulacji generuje nowa, losowa mape.
Wéwcezas podejmowane przez graczy decyzje zaleza od rozmieszczenia kafelkéw

i otrzymane w wyniku agregacji heksastrukty bylyby trudne do interpretacji.

e PrzepisaliSmy funkcje play_batch_core z nowa nazwa X_play_batch_core ustawia-

jac w niej, w linii 9, zdefiniowana powyzej mape, tj. zamieniliSmy linie catan_map

= build_map(game_config.catan_map) na catan_map = DEFAULT_MAP. Ponadto linie

16 i 17 umiedciliSmy w instrukcji try..except ze wzgledu na pojawiajace si¢ bledy

w aplikacji. W takim przypadku skrypt odrzucal dana symulacje i tworzyl nowa
(por. implementacja .

¢ Przepisalismy funkcje play_batch z nowa nazwa X_play_batch celem wdrozenia w niej

funkcji X_play_batch_core zamiast funkcji play_batch_core.

o ZdefiniowaliSmy niestandardowych graczy, ktérych priorytetem bylto zbudowanie na
samym poczatku rozgrywki wskazanej drogi (przyjeliSmy droge o wierzchotkach 49
i 22) oraz ktérzy starali sie budowaé spéjne sieci drég (por. implementacja [B.6.3)).

Dzieki powyzszym adaptacjom symulacje generowaly rozgrywki, w ktérych jeden z graczy
zawsze budowal droge, w ktorej uwzgledniona byla wskazana Sciezka. Ponadto ustalone
byto rozmieszczenie surowcéw na mapie, wiec budowa Sciezki na danej krawedzi zawsze

dawala te same korzysci graczom, a tym samym mozemy wysnu¢ wnioski, ktore $ciezki sg
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z tego wzgledu bardziej wartosciowe (tj. daja wieksza szanse na wygrana poprzez pozyski-
wane surowce i zdobywane punkty). W implementacji pokazujemy latwosé symulo-

wania rozgrywek i pozyskiwania wynikéw.

DEFAULT_MAP_TILES = initialize_tiles(

BASE_MAP_TEMPLATE

,,10, 9,2, 10, 12 ,9,8,5,6 ,11,5,8,4,6,11
, 3, 4,31

,[ None , SHEEP , None , None , BRICK , WOOD , None , WHEAT , ORE
, None 1]

,[ None , BRICK , WOOD , SHEEP , ORE , WHEAT , WHEAT , WwW0OD ,

BRICK , WHEAT , SHEEP , SHEEP , ORE , SHEEP , BRICK , WOOD , ORE

, WHEAT , WOOD , None ]

DEFAULT_MAP = MapInstance.from_tiles (DEFAULT_MAP_TILES)
DEFAULT_BOARD = Board( DEFAULT_MAP )

Implementacja B.6.1: Zdefiniowanie podstawowej mapy Catan z wykorzystaniem obiektow

z Catanatronu.

def X_play_batch_core(num_games, players, game_config, accumulators
=[1):
for accumulator in accumulators:
if isinstance (accumulator, SimulationAccumulator):

accumulator.before_all ()

for _ in range(num_games):

for player in players:
player.reset_state ()

catan_map = DEFAULT_MAP

game = Game (
players,
None ,
game_config.discard_limit,
game_config.vps_to_win,

catan_map,

)

try:
game .play(accumulators)
yield game

except:

pass

for accumulator in accumulators:
if isinstance(accumulator, SimulationAccumulator):

accumulator.after_all ()

Implementacja B.6.2: Zredefiniowana funkcja symulujaca gry poprzez wdrozenie

podstawowej mapy Catan w linii 9.
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targetEdge = ( 49 , 22 )
class FixedPlayer (Player):
def decide(self, game, playable_actions):
if game.state.colors[0] == self.color:

fixedEdge = targetEdge

fixedFirstAction = Action( self.color , ActionType.
BUILD_ROAD , fixedEdge )
if is_valid_action( game.state , fixedFirstAction ):

return fixedFirstAction

pa = [ a for a in playable_actions if a.action_type !=
ActionType .BUILD_ROAD or len( set( a.value + fixedEdge ) ) == 4
]

return random.choice (pa)

return random.choice(playable_actions)

Implementacja B.6.3: Utworzenie gracza z wykorzystaniem obiektéw Catanatronu ze
wskazaniem preferowanej pierwszej $ciezki do zbudowania oraz ogarniczeniem akcji

budowania drogi do budowania spdjnej sieci drég.

players = [
FixedPlayer (Color.RED),
FixedPlayer (Color.BLUE),
FixedPlayer (Color.WHITE),
FixedPlayer (Color.ORANGE),

wins, results_by_player, games = X_play_batch( 100 , players , None
, GameConfigOptions( 7 , 10 ) )

Implementacja B.6.4: Okre$lenie graczy oraz przeprowadzenie 100 symulacji

z wykorzystaniem Catanatronu.

B.7 Zliczanie Sciezek heksastruktow

W kodzie przedstawiliSmy implementacje metody zliczania ciagéw binarnych
reprezentujacych heksastrukty zawierajacych dwa wierzchotki stopnia pierwszego oraz po-
zostate wierzchotki stopnia drugiego. Zastosowalismy kilka r6znych metod optymalizacyj-
nych celem szybkiego zliczenia takich ciggdéw binarnych o dtugoéciach od 0 do ustalonej
dodatniej liczby catkowitej oznaczonej jako DEPTH. WykorzystaliSmy heksagonalne wspot-
rzedne wierzcholkow przedstawiajac je jako jedna liczbe calkowita przy pomocy funkcji
coordinatesToNumber, gdzie wspdlrzedna przy Rot jest mnozona przez DEPTH zapewnia-
jac unikniecie kolizji dla danej maksymalnej dlugosci ciaggdéw binarnych, a tym samym
poréwnujac wierzcholki jako liczby zamiast krotek lub list. Kolejne wspdirzedne obli-

czamy z wykorzystaniem funkcji f z twierdzenia ktérej wartoSci zaimplemento-
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waliémy w postaci krotki, natomiast funkcje s zaimplementowaliSmy w postaci zmien-
nych shiftedSum0fBits, shiftedSum0fBitsO i shiftedSum0fBits, gdzie zwickszajac wartosé
shiftedSum0fBits o 1 dodajac bit 1 otrzymujac zmienna shiftedSum0fBitsl oraz zmniej-
szajac t¢ wartos¢ o 1 dodajac bit 0 otrzymujac zmienng shiftedSum0fBitsO unikamy cia-
glego sumowania dla wszystkich bitow ciggu binarnego. Ponadto wykorzystujemy stos
stack zamiast rekurencji czy generowania wszystkich ciggéw binarnych o danej dtugosci
unikajac przepelnienia pamieci. Wreszcie, wspélrzedne zapisujemy w zbiorze, co zapew-
nia stala ztozonoé¢ sprawdzania, czy dany wierzchotek zostal juz odwiedzony. Wszystkie

funkcje sa kompilowane z uzyciem njit z biblioteki Numba.

Wszystkie powyzej wykorzystane metody pozwalaja na zliczenie ciggdéw binarnych
o dtugosciach od 0 do 25 w okoto 11 sekund, gdzie korzystajac z rekurencji, wygenerowanie
wszystkich ciggéw binarnych o danej dtugosci zajmowalo ponad 5 minut. dla wigkszych
wartosci, np. zliczajac ciggi binarne o dtugoéciach od 0 do 35, otrzymaliSmy czas go-
dzine i 40 minut, co oceniamy jako bardzo dobry czas uwzgledniajac ztozono$é problemu
oraz inne powszechne algorytmy wykorzystywane do tego typu zagadnien. W pozostalych

dwoch przypadkach otrzymaliémy podobny czas obliczen.

numba.types.Set (numba.int64, reflected=True)
DEPTH = 35

@numba.njit
def coordinatesToNumber( i , r , depth ):
return ( i + depth ) * ( 2 * depth + 1 ) + ( r + depth )

Gnumba.njit
def appendOtoBinarySequence ( binarySequence : int )

return binarySequence << 1

Gnumba.njit
def appendltoBinarySequence ( binarySequence : int )

return ( binarySequence << 1) | 1

OGnumba.njit
def f(x):
return (1, 0, -1)[x \% 3]

BASE_COORD1 = coordinatesToNumber( 1 , O , DEPTH )
BASE_COORD2 = coordinatesToNumber( O , 0 , DEPTH )

@numba.njit

def calculateNumberOfBinarySequences (depth: int):
# Stack: (binarySequence, shiftedSumOfBits, rCoordinate,
iCoordinate, binarySequencelength, fixedCoordinates)
counts = [0] % (DEPTH + 1)
BASE_COORDINATES = { BASE_COORD1 , BASE_COORD2 }
stack = [(0, O, O, O, O, BASE_COORDINATES)]
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while stack:
binarySequence, shiftedSumOfBits, iCoordinate, rCoordinate,

binarySequencelength, fixedCoordinates = stack.pop()
counts [binarySequencelLength] += 1

if binarySequencelength == depth:

continue

shiftedSum0fBitsO = shiftedSum0OfBits - 1

rCoordinate0 = rCoordinate + ( - 1 + 2 * (
binarySequencelength \% 2 ) ) *x f( shiftedSumOfBitsO + 1 )

iCoordinate0 = iCoordinate + ( 1 - 2 * (
binarySequenceLength \% 2 ) ) * f( shiftedSum0OfBitsO )

pO = coordinatesToNumber ( iCoordinate0 , rCoordinateO ,
DEPTH )

if p0 not in fixedCoordinates:

stack.append ((appendOtoBinarySequence (binarySequence),

shiftedSum0fBits0, iCoordinateO, rCoordinateO,
binarySequencelength + 1, fixedCoordinates | {p0}))

shiftedSumOfBitsl = shiftedSumOfBits + 1

rCoordinatel = rCoordinate + ( - 1 + 2 x (
binarySequencelength \% 2 ) ) * f( shiftedSumOfBitsl + 1 )

iCoordinatel = iCoordinate + ( 1 - 2 * (
binarySequencelLength \% 2 ) ) * f( shiftedSumOfBitsl )

pl = coordinatesToNumber ( iCoordinatel , rCoordinatel ,
DEPTH )

if pl not in fixedCoordinates:

stack.append ((appendltoBinarySequence (binarySequence),

shiftedSumOfBitsl, iCoordinatel, rCoordinatel,
binarySequencelLength + 1, fixedCoordinates | {p1}))

return counts

start = time.time ()

counts = calculateNumberOfBinarySequences (DEPTH)
elapsed_time = time.time() - start

print (f"Time:  {elapsed_time:.3f}  seconds")

print ("Counts:", counts)

Implementacja B.7.1: Implementacja metody zliczania ciagéw binarnych o dlugosciach
od 0 do danej liczby naturalnej DEPTH reprezentujacych heksastrukty zawierajace dwa

wierzcholki stopnia pierwszego i pozostate wierzcholki stopnia drugiego.

W przypadku zliczania ciagéw binarnych niezmienniczych ze wzgledu na rotacje repre-
zentujacych heksastrukty zawierajace dwa wierzchotki stopnia pierwszego oraz pozostale
wierzcholki stopnia drugiego nalezy w linii 21 implementacji dodaé warunek na zli-
czanie tych ciagéw, ktore sa nie wigksze od swojej rotacji (por. implementacja .
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if binarySequence <= pilInt( binarySequence , binarySequencelength )

counts [binarySequencelength] += 1

Implementacja B.7.2: Warunek pozwalajacy na zliczenie ciagéw binarnych niezmienniczych
ze wzgledu na rotacje reprezentujacych heksastrukty zawierajace dwa wierzchotki stopnia

pierwszego i pozostale wierzchotki stopnia drugiego.

Analogicznie, w przypadku zliczania ciagéw binarnych niezmienniczych ze wzgledu
na rotacje i odbicia lustrzane reprezentujacych heksastrukty zawierajace dwa wierzchotki
stopnia pierwszego oraz pozostale wierzchotki stopnia drugiego, nalezy w linii 21 imple-
mentacji dodaé¢ warunek na zliczanie tych ciagéw, ktére sg nie wicksze od swojej
rotacji oraz od swoich odbi¢ lustrzanych (por. implementacja .

bsTau = taulnt( binarySequence , binarySequencelength )

bsSigma = sigmalnt( binarySequence , binarySequencelength )

bsPi = taulnt( bsSigma , binarySequencelength )

if binarySequence <= bsTau and binarySequence <= bsSigma and
binarySequence <= bsPi:

counts [binarySequencelength] += 1

Implementacja B.7.3: Warunek pozwalajacy na zliczenie ciagdéw binarnych niezmienniczych
ze wzgledu na rotacje reprezentujacych heksastrukty zawierajace dwa wierzchotki stopnia

pierwszego i pozostale wierzchotki stopnia drugiego.
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Spis rysunkow

1

Trojkat o wierzchotkach p = (x,y), po = (xg, yo) oraz p; = (x1, y1), gdzie

Xg,X1 = X oraz yg,y1 = Y, przedstawiony w kartezjanskim uktadzie wspot-

rzednych z zaznaczonym katem a utworzonym przez odcinki o koncach

w punktach pipgoraz pipi.| . . . . . . . . L

T2

Trojkat o wierzchotkach p = (x,y), po = (xo, yo) oraz p; = (x1,y1), gdzie

Xg,X1 = X oraz yg,y1 = y, przedstawiony w kartezjanskim uktadzie wspot-

rzednych, gdzie punktem przeciecia sic osi X oraz Y jest punkt p, z zazna-

czonymi katami: @ utworzonym przez wierzchotki pg, p i p1, S utworzo-

nym przez wierzchotki (xg,y), p i pg oraz y utworzonym przez wierzchotki

(X1,¥), pipid. . - o o e

3

'Trojkat o wierzchotkach p = (x, y), po = (x0, v0) 1 p1 = (x1, y1), gdzie xg > x,

,X1 < x1yg, V1 =y, przedstawiony w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych

gdzie punktem przeciecia sie poziomej osi i Y jest punkt p, z zaznaczonymi

katami: @ utworzonym przez wierzchotki pg, p 1 p1, S utworzonym przez

wierzchotki pg, p i1 (x, yg) oraz y utworzonym przez wierzchotki (x, y1), p i p1.| 22

!

Trojkat o wierzchotkach p = (x, y), po = (x0, v0) 1 p1 = (x1, y1), gdzie xg > x,

,X1 <X, y0 < y1y; >y, przedstawiony w kartezjanskim uktadzie wspol-

rzednych, gdzie punktem przeciecia sie poziomej osi i Y jest punkt p, z za-

znaczonymi katami: @ utworzonym przez wierzchotki pg, p i p1, 8 utworzo-

nym przez wierzchotki pg, p i (xg, y) oraz y utworzonym przez wierzchotki

(X, ¥1), pipid- - - o o o e

5

Heksastrukt o dwoch wierzchotkach stopnia pierwszego 1 pozostatych wierz-

chotkach stopnia drugiego o pokryciu sciezka reprezentowana przez ciag

binarny 11110000.] . . . . . . . o . . oo

.6

Uktad wspoétrzednych z zaznaczona prosta [ pozytywnie nachylona do po-

ziome]j osi i przechodzaca przez punkt p, ktory tworzy z punktami pg, p;

trojkat, zaznaczonym punktem (xg,y) oraz oznaczonymi katami: @ utwo-

rzonym przez prosta [ oraz pozioma o8, S utworzonym przez punkty po, p,

(x0,y) oraz y utworzonym przez punkty pg, p i prosta [ oraz punkty pq, p

i prosta [. Punkt pg lezy w czwartej ¢wiartce uktadu wspotrzednych wzgle-

dem punktu p. Punkt p; powstat przez obrot punktu pg wzgledem punktu p

okat 2y.| . ..
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7

Uktad wspotrzednych z zaznaczona prosta [ pozytywnie nachylona do po-

ziomej osi 1 przechodzaca przez punkt p, ktora tworzy z punktami pg, p1

trojkat, zaznaczonym punktem (xg,y) oraz oznaczonymi katami: @ utwo-

rzonym przez prosta [ oraz pozioma os, S utworzonym przez punkty pg, p,

(xg, y) oraz y utworzonym przez punkty po, p i prosta [ oraz punkty pq, p

i prosta [. Punkt pg lezy w pierwszej cwiartce uktadu wspotrzednych wzgle-

dem punktu p ponize] proste] [. Punkt p; powstat przez obrot punktu pg

wzgledem punktu pokat 2y.|. . . . ...

29

T8

Uktad wspotrzednych z zaznaczona prosta [ pozytywnie nachylona do po-

ziome] osi 1 przechodzaca przez punkt p, ktory tworzy z punktami pg, pi

trojkat, zaznaczonym punktem (xg,y) oraz oznaczonymi katami: @ utwo-

rzonym przez prosta [ oraz pozioma oS, S utworzonym przez punkty po, p,

(xg,y) oraz y utworzonym przez punkty pg, p i prosta [ oraz punkty pq, p

i prosta [. Punkt pg lezy w pierwszej ¢wiartce uktadu wspotrzednych wzgle-

dem punktu p powyzej prostej [. Punkt p; powstat przez obrot punktu pg

wzgledem punktu pokat —2y.|. . . . ..o 0oL

30

1K

Uktad wspotrzednych z zaznaczona prosta [ pozytywnie nachylona do po-

ziome]j osl 1 przechodzaca przez punkt p, ktory tworzy z punktami pg, p1

trojkat, zaznaczonym punktem (xg,y) oraz oznaczonymi katami: @ utwo-

rzonym przez prosta [ oraz pozioma os, S utworzonym przez punkty po, p,

(xg, y) oraz y utworzonym przez punkty po, p i prosta [ oraz punkty pi, p

1 prosta [. Punkt pg lezy w drugiej ¢cwiartce uktadu wspotrzednych wzgle-

dem punktu p powyzej prostej [ tworzac z nig kat y < 5. Punkt p; powstal

przez obrot punktu pg wzgledem punktu p o kat —2y.|. . . . ... ... .

P

Drzewo ternarne o korzeniu bedacym rozszerzonym ciagiem binar-

nym Eg = Bi(B4(Bio(E£11)E12)B13(E14)E15)B7(B16(E17) E18) B19(E29) Eo1,

ktorego dziecmi sa By, Ey = B4(Bio(E11)E12)B13(E14)E;s 1 E3 =

B7(Bis(E17)E18)B19(E20)E21. Ciagi By, Es = Big(E11)E12 1 Eg =

B13(E14)E15 53 dzie¢mi Eo oraz By, Eg = Big(E£17)E18 i Eg = B1g(E2g)Eo

s dziecmi E3. Ciagi Big, E11 1 E12 sa dziecmi Es, ciagi Bi3, E14 1 E15 sa

dzie¢mi Eg, ciagi Big, E17 1 E1g sa dziecmi Eg oraz ciagi Big, Fog, 1 Eo1 sa

dziecmi Eq. | . . . . . . e e

2.2

Drzewo ternarne przedstawiajace rozwiniecie rozszerzonego ciagu binarnego

00(110(000(001)010)011(100)101)01(LO)IL. | . . . . . . . . .. .. ... ..

B

Szesciokat foremny o srodku w punkcie (x,y) otoczony przylegajacymi

szeSciokatami foremnymi z zaznaczonymi srodkami. Wszystkie szesciokaty

maja boki diugosci 1.| . . . . . . . . .

B2

Szesciokat foremny o srodku w punkcie (x, y) i o bokach diugosci 1 z zazna-

V3 )

czonymi dwoma wierzchotkami o wspétrzednych (x,y +1) i (x + 73, y+ %
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[3.3

Heksastrukt ztozony z pieciu wierzchotkow, gdzie v, v3 i v4 sa wierzchot-

kami stopnia pierwszego, vi jest wierzchotkiem stopnia drugiego oraz vo

jest wierzchotkiem stopnia trzeciego.| . . . . . . . ... 00000

B4

Heksastrukt o dwoch wierzchotkach stopnia pierwszego i pozostatych wierz-

chotkach stopnia drugiego po lewej stronie oraz heksastrukt o wierzchotkach

stopnia drugiego po prawej stronie.| . . . . . . . ... ... L.

B5

Heksastrukt niezawierajacy wierzchotkow stopnia pierwszego z zaznaczona

kolorem czerwonym Sciezka rzedu drugiego taczaca wierzchotek stopnia trze-

ciego z wierzchotkiem stopnia trzeciego po lewej stronie. Heksastrukt z za-

znaczona kolorem czerwonym Sciezka rzedu drugiego taczaca wierzchotek

stopnia pierwszego z wierzchotkiem stopnia trzeciego po prawej stronie.|

[3.6

Heksastrukt H z wierzchotkiem zaznaczonym kolorem czerwonym, dla kto-

rego nie istnieje cykl w H podzielony na dwa podheksastrukty wzgledem

tego wierzchotka.| . . . . . ..o oo

62

B.7

Pokrycie {p, g, r} heksastruktu H, ktore nie jest wiasciwe, gdyz nie istnieja

. . Y 7 . . . —0 . . . . 7 . .
doktadnie dwie rézne od p Sciezki o poczatku w p oraz nie istnieje $ciezka

o koticu w 7 dla ustalonej $ciezki p. | ......................

B3

Heksastrukt ztozony z dwoch szesciokatéw o wspolnej krawedzi (po lewej

stronie). Pokrycie wlasciwe tego heksastruktu o poczatku zaznaczonym ko-

lorem czerwonym, w ktorym pierwszym wierzchotkiem jest pierwszy wierz-

chotek stopnia trzeciego (Srodkowy). Pokrycie wlasciwe tego samego heksa-

struktu o poczatku zaznaczonym kolorem czerwonym, w ktorym pierwszym

wierzchotkiem jest drugi wierzcholek stopnia trzeciego (po prawej stronie). |

3.9

Pokrycie wlasciwe P = {p, p1, p2,q,r} (po prawej) heksastruktu (po le-

wej) o poczatku w p, dla ktérego nie istnieje pokrycie wlasciwe o poczatku

w p~ !, zawierajace éciezki s € P lub s™' € P. Kropkami oznaczono poczatki

poszczegdlnych sciezek. Na czerwono zaznaczono poczatek pokrycia P.|. . .

B.10

Heksastrukt o dwoch wierzchotkach stopnia pierwszego i pozostatych wierz-

chotkach stopnia drugiego, o pokryciu sciezka reprezentowana ciagiem bi-

narnym 11110000, o poczatku zaznaczonym kropka. . . . . ... ... ...

B.11

Przykladowe wlasciwe pokrycie $ciezkowe (po prawej) heksastruktu ztozo-

nego z trzech szesciokatow o wspdlnym wierzchotku (po lewej). Kolorem

czerwonym zaznaczono sciezke poczatkowa. Kropkami oznaczono pierwsze

wierzchotki poszczegolnych sciezek. | . . . . . ..o o000

312

Heksastrukty reprezentowane przez ciagi binarne, odpowiednio od lewej do

prawej, 01111 oraz 7(01111) =10000.f. . . . . . . . . . . . ... ... . ...

BI3

Heksastrukty reprezentowane przez ciagi binarne, odpowiednio od lewej do

prawej, 00001 oraz 7(01111) = 11110.f. . . . . . . . . ... ... ... . ...

314

Heksastrukty reprezentowane przez rozszerzone ciagi binarne, odpowiednio

od lewej do prawej, 01(0)11 1 7(01(0)11) = 10(00)1.| . . . . . . . .. . .. ..

B.15

Heksastrukty reprezentowane przez rozszerzone ciagi binarne, odpowiednio

od lewej do prawej, 1(11)01 1 #(1(11)01) =00(01)0.). . . . . ... . ... ..

157
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[3.16 Heksastrukt reprezentowany przez rozszerzony ciag binarny ¢(01(0)11) =

TTCDT0) « o o o o e e e e,

A1

Struktury reprezentowane przez trzyelementowe ciagi binarne, uporzadko-

wane leksykograficznie wierszami od lewej gornej struktury do prawej dolne;j

struktury. Na czerwono zaznaczono krawedzie poczatkowe rozwazanych cia-

gow binarnych.| . . . . ... o

12

Struktury reprezentowane przez ciagi binarne 0, 00, 000, 0000, 0001, 001, 01

oraz 1, uporzadkowane leksykograficznie wierszami od lewej gornej struk-

tury do prawej dolnej struktury. Na czerwono zaznaczono krawedzie poczat-

kowe rozwazanych ciagdéw binarnych.) . . . . . . . ...

90

I3

Po lewej stronie przedstawiono heksastrukt reprezentowany przez ciag bi-

narny 1111101111. Po prawej stronie pokazano nieprawidtowe heksastrukty

powstate z heksagonu przedstawionego po lewej stronie poprzez dodanie

krawedzi lewostronnej lub krawedzi prawostronnej na koncu. Posrodku

przedstawiono nieprawidtowy heksastrukt, w ktorym ostatnia krawedz po-

krywa sie z pierwszg krawedzia, a jego reprezentacja binarna mogtby byc

cigg LITLLL . o o o o 0 o o oo

91

i}

Wszystkie heksastrukty reprezentowane przez rozszerzone ciagi binarne zto-

zone z jednoelementowych ciagdéw binarnych: 0(0)0, 0(0)1, 0(1)0, 0(1)1,

1(0)0, 1(0)1, 1(1)0 oraz 1(1)1. Na czerwono zaznaczono krawedzie poczat-

kowe rozwazanych rozszerzonych ciaggow binarnych. | . . . . ... ... ...

@5

Diagramy Hassego dla wszystkich rozszerzonych ciagéow binarnych ztozo-

nych z jednoelementowych ciggow binarnych. Porzadek leksykograficzny

wykorzystano w diagramie po lewej stronie. Porzadek epaleksykograficzny

wykorzystano w diagramie po prawej stronie.| . . . . . . . ... ... .. L.

A6

Struktury reprezentowane przez trzyelementowe ciagi binarne, posortowane

rosnaco z wykorzystaniem porzadku epaleksykograficznego wierszami od

lewej gornej struktury do prawej dolnej struktury,. . . . . .. ... .. ...

7

Struktury reprezentowane przez ciagi binarne 0, 00, 000, 0000, 0001, 001,

01 oraz 1, posortowane rosnaco z wykorzystaniem porzadku epaleksykogra-

ficznego wierszami od lewej gornej struktury do prawej dolnej struktury.| . .

BI

Obraz pojedyncze] warstwy grafenu otrzymany przy uzyciu mikro-

skopu  elektronowego.  Zrdédto:  https://www.flickr.com/photos/

armymaterielcommand/6795812766. Licencja: |(CC BY-ND 2.0 . . . .. ..

5.2

Heksagonalna burza na Saturnie. Zrédto: https://www.flickr.com/

photos/kevinmgill/24588767787. Licencja: CC BY-ND 2.0 . . . . . . ..

98

[5.3

Przekrd] poprzeczny selera naciowego z widocznymi komorkami o ksztat-

cie szeSciokatnym. Zroédlo: https://www.flickr.com/photos/cbaek/

6118835197, Licencja: CC BY-ND 2.0 . . . . . .. .. .. ... ... ....

99

Bazaltowe kolumny o ksztalcie szedciokatnym. Zrddlo: https://www.

geograph.org.uk/photo/1478562. Licencja: CC BY-ND 2.0 . . . . .. ..
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[5.5

Kafelki w ksztalcie szesciokatow, z ktorych ukitadana jest mapa do gry w Ca-

tan (po lewej stronie). Zetony, odpowiednio od lewej géry do prawego dotu,

reprezentuja: pustynie, gory, pastwiska, pola uprawne, wzgorza 1 lasy. Pod-

stawowa konfiguracja zetonow terenéw w mape Catan (po prawej stronie).| .

101

[5.6

Po lewej u gory przedstawiono 1001 heksastruktow reprezentujacych sieci

drog stworzone przez graczy, natozone na siebie i przestawione na pod-

stawowe] mapie Catan, z poczatkiem zaznaczonym czerwonym punktem

oraz krawedziami o odcieniach czerwieni o nasyceniu 1/1001 dla kazdej

Sciezki. Kolejno, po prawej u gory, po lewej na dole oraz po prawej na

dole, przedstawiono medoidy dla 1001 heksastruktow otrzymanych w sy-

mulacji, zaprezentowane na podstawowej mapie Catan, z poczatkiem za-

znaczonym czerwonym punktem oraz krawedziami o kolorze czerwonym,

wyznaczone z wykorzystaniem odlegtosci, odpowiednio, Levenshteina, roz-

szerzonej Hamminga oraz rozszerzonej wazonej Hamminga.| . . . . . . . ..

5.7

Heksastrukty = reprezentowane przez ciagi binarne, 2z poczat-

kiem zaznaczonym kolorem czerwonym, odpowiednio od gory do

dotu: 0101100110101001, 0101101010100101, 0110101001100101,

[ TOT00TT00TTI00T0T, TO0TT0TO0T0T0TI0, TO0TT00TT00TI00T] . . . . . . . . . . 105

5.8

Heksastrukty reprezentowane przez ciagi binarne: 0101100110101001,

0101101010100101, 0110101001100101, 1010011001100101,

1001101001010110 oraz 1001100110011001, natozone na siebie w taki

sposob, aby ich krawedzie poczatkowe pokrywaty sie, tworzac sie¢ systemu

wieloagentowego. Kolejno od gory do dotu przedstawiono sie¢ z krawedzia

poczatkowa zaznaczona kolorem czerwonym oraz sieci z zaznaczona

kolorem czerwonym sciezka bedaca infimum oraz supremum wzgledem

porzadku leksykograficznego, a takze infimum oraz supremum wzgledem

porzadku epaleksykograficznego.| . . . . . . .. ...

.9

Odpowiednio od lewej do prawej przedstawiono wzory strukturalne (R)-3-

metyloheksanu i (S)-3-metyloheksanu. Pogrubiona krawedz oznacza wiaza-

nie wychodzace z ptaszczyzny. Przerywana krawedz oznacza wigzanie cho-

wajace sie za piaszczyzna. . . . . . . ... L

108

[5.10

Odpowiednio od lewej do prawe] przedstawiono heksastrukty reprezento-

wane przez rozszerzone ciggi binarne (01)1 i (0)10 z poczatkami zaznaczo-

nymi kolorem czerwonym.| . . . . . . .. ..o

BT

Wzor szkieletowy 4-propylooktanu.| . . . . . . . ..o 0oL

109

Sciezka heksastruktu {vg, vi, vo, v3, V4, V5, Vg, V7} reprezentowana przez ciag

binarny 111000 o wierzchotkach poczatkowych vg = [1 1]" oraz v; = [1 2]

zaznaczona kolorem czerwonym przedstawiona w kartezjanskim uktadzie

wspotrzednych. . . . . . . .. L
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A2

Fragment heksagonalnego uktadu wspotrzednych, gdzie pierwsza skia-

dowa wspoirzednej jest wspotczynnikiem stojacym przy I, a druga skia-

dowa wspotrzednej jest wspotczynnikiem stojacym przy Rot(120°) we wzo-

rze (1.1.2) na obliczanie wspotrzednych wierzchotkow heksastruktow ze

wzgledu na ustalong pare wierzchotkéw (1, 0) i (0, 0) polaczonych krawedzia.

Na czerwono zaznaczono osie, tj. linie, dla ktorych pierwsza wspotrzedna

lub druga wspotrzedna jest rowna zero.| . . . . . . . . . . .. .. ... ...

(A.3

Sciezki heksastruktow reprezentowane przez ciagi binarne, odpowiednio od

lewej do prawej, 00000 oraz 11111. Na czerwono zaznaczyliSmy wierzchotki

oraz krawedzie poczatkowe. Przerywana linia zaznaczyliSmy krawedzie po-

wodujace kolizje z wierzchotkami poczatkowymi.| . . . . . . . . .. .. ...

A4

Ksztatty heksastruktow z jedna kolizja. Po lewej stronie heksastrukt repre-

zentowany przez ciagi binarne o dlugosci 9 (np. 1111011110). Po prawej

stronie heksastrukt reprezentowany przez ciagi binarne o dtugosci 11 (np.

TITOTTIOTII0)] « « o o o e e e e e e e e e e

A5

Ksztatty heksastruktow z jedna kolizja reprezentowane przez ciagi bi-

narne o dtugosci 13. Przykiadowymi ciagami binarnymi reprezentuja-

cymi heksastrukty od lewej do prawej, to, odpowiednio, 11110101111010

oraz ITTOLIOLIII00 o o o 000 oo o oo oo
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Skorowidz implementacji
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IB.1.2Implementacja tunkcji 7 dla ciggu binarnego w postaci liczby catkowite]j |

z okreslona dtugoscia ciagu| . . . . . . ..o o oo L Lo 140

[B.2.1Implementacja funkcji ¢ dla ciagu binarnego w postaci ciagu znakéw. . . . 140

IB.2.2Implementacja tunkcji ¢ dla ciagu binarnego w postaci liczby catkowite]j |

z okreslona dtugoscia ciagu z wykorzystaniem operacji na ciagach znakow. . 140

IB.2.3Implementacja tunkcji ¢ dla ciagu binarnego w postaci liczby catkowitej |

z okreslona diugoscia ciagu z wykorzystaniem operacji binarnych.). . . . . . 140

IB.3.1Implementacja funkcji m dla ciggu binarnego w postaci ciagu znakow. . . . 141

IB.3.2Implementacja tunkcji 7 dla ciaggu binarnego w postaci liczby catkowitej |

z okreslona dlugoscia ciagu.| . . . . . .. ..o oo 141

IB.4.1Podstawowa implementacja rozszerzonego ciggu binarnego w postaci klasy |

HexSeq wraz z metoda pozwalajaca na jego wyswietlenie w postaci ciagu |

znakOw. . . .. 142

IB.4.2Metody klasy HexSeq pozwalajace na pobranie poszczegolnych podciagow |

rozszerzonego ciggu binarnego w postaci obiektu HexSeq.| . . . . . . . . . . . 142

IB.4.3Metoda klasy HexSeq sprawdzajaca, czy obiekt istotnie reprezentuje rozsze- |

rzony ciag binarny, czy ciag binarny.| . . . . . .. ..o o oL 143

|B.4.4Metody klasy HexSeq zwracajace sktadowe rozszerzonego ciagu binarnego. . 143

IB.4.5Metoda klasy HexSeq zwracajaca jego ztozonoSc.|. . . . . . . . . . .. . ... 143
IB.4.6Metoda klasy HexSeq zwracajaca rozszerzony ciag binarny bedacy obrazem |
funkcji 7.] . . . L L 143
|B.4.7Metoda klasy HexSeq zwracajaca rozszerzony ciag binarny bedacy obrazem |
funkcji ¢.f . . ... L 144
IB.4.8Metoda klasy HexSeq zwracajaca rozszerzony ciag binarny bedacy obrazem |
funkcji .| . . . . L 144

[B.5.1Funkcja obliczajaca odlegtos¢ miedzy dwoma rozszerzonymi ciggami binar- |

nymi dla danej metryki mierzacej odleglo$¢ miedzy ciagami binarnymi (im- |

plementacja wzoru|d.1.1).| . . . . .. ... oo oo 144

|B.6.1Zdefiniowanie podstawowe] mapy Catan z wykorzystaniem obiektow z Ca- |

tanatronul . . . . . . e 146

IB.6.27redefiniowana tunkcja symulujaca gry poprzez wdrozenie podstawowe]j |

mapy Catan w linii 9.] . . . ... .. ..o o 146
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IB.6.3Utworzenie gracza z wykorzystaniem obiektow Catanatronu ze wskazaniem

preterowanej pierwszej Sciezki do zbudowania oraz ogarniczeniem akcji bu-

dowania drogi do budowania spojnej sieci drog.| . . . . . . . . . .. ... L.

[B.6.40kreslenie graczy oraz przeprowadzenie 100 symulacji z wykorzystaniem

Catanatronu . . . . . . . e

|IB.7.1Implementacja metody zliczania ciagow binarnych o dtugosciach od 0 do da-

nej liczby naturalnej DEPTH reprezentujacych heksastrukty zawierajace dwa

wierzchotki stopnia pierwszego i pozostate wierzchotki stopnia drugiego. . .

IB.7.2Warunek pozwalajacy na zliczenie ciagow binarnych niezmienniczych ze

wzgledu na rotacje reprezentujacych heksastrukty zawierajace dwa wierz-

chotki stopnia pierwszego 1 pozostate wierzchotki stopnia drugiego.| . . . . .

[B.7.3Warunek pozwalajacy na zliczenie ciaggéw binarnych niezmienniczych ze

wzgledu na rotacje reprezentujacych heksastrukty zawierajace dwa wierz-

chotki stopnia pierwszego i pozostate wierzchotki stopnia drugiego.| . . . . .
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Skorowidz symboli

B1(E2)E3, 39
deg, [55]
<, B4 B7 B3
I,
8,7
€, 86
Ref, [2§]
Rot, 24]
w, 39
popi,
m, 37, A9
pop1,
7, 37, [
s, B7 B3
9, [64]
d,[3
dy).,
du,[78
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Skorowidz nazw

ciag binarny, [37]
$ciezka poczatkowa, [67]

cykl,

element
maksymalny, [34]
minimalny, [34]
najmniejszy, [34]
najwiekszy,

graf, [55|

spojny, [56]

heksastrukt,
reprezentowany przez ciag binarny, [67]

reprezentowany rozszerzonym ciagiem binarnym, [68

infimum,

konkatenacja,
krawedz,
sasiad,
kat
lewostronny, [24]
prawostronny, [24]

macierz
odbicia,
rotacji, [24]
metryka, [73]
rozszerzenie, [74]

odcinek,
dtugosé,
odlegtosé¢
Hamminga, [7§|
Levenshteina, [85]
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rozszerzenie, [74]

rozszerzona Hamminga,

rozszerzona wazona Hamminga,

odwrdcenie ciagu, [37]
ograniczenie

dolne, [34]
gérne,

permutacja, [37]
podgraf, [55]
podheksastrukt,

roztaczny,
podsciezka,
pokrycie

maksymalna liczba kolejno polaczonych $ciezek, [64]

pokrycie wlasciwe heksastruktu, [62]

krawedZ poczatkowa, [62]
poczatek,
pokrycie $ciezkowe,
porzadek
czesciowy, [34]
liniowy, [34]
porzadek leksykograficzny, [15]
prosta, [16]

przechodzaca przez punkty,

punkt,
na lewo od prostej,
na lewo od wektora, [I7]
na prawo od prostej, [16]
na prawo od wektora,

na prostej, [L6]

na przedtuzeniu wektora,

odbicie lustrzane,
ponizej prostej, [L0]
powyzej prostej, [16]

rozszerzony ciag binarny,
krawedz poczatkowa,
podciagi, [39]
rozwiniecie, 2]
skonczony,
skladowe,

supremum, [34]
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wektor,

wierzcholek
koniec $ciezki, [50]
poczatek Sciezki,
stopien,
zamiana bitéw,

$ciezka, [56]
reprezentowana ciagiem binarnym, [67]

rzedu drugiego,
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