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1. OPINIA OGOLNA

Przedtozona do recenzji rozprawa doktorska mgra Grzegorza Mosia pt. ,Algorytmy agregujace
modele o geometrii heksagonalnej” jest opracowaniem z pogranicza informatyki teoretycznej,
geometrii dyskretnej, teorii graféow i metod agregacji danych. Tematem pracy jest
poréwnywanie oraz agregacja spojnych struktur grafowych osadzonych na siatce heksagonalnej,
nazwanych w rozprawie heksastruktami. Autor proponuje reprezentowanie $ciezek takich
struktur za pomocg ciggéw binarnych, nastepnie rozszerza te reprezentacje na struktury
rozgatezione i wykorzystuje jg do konstruowania metryk, porzagdkéw czesciowych oraz procedur
agregacji.

Rozprawe oceniam pozytywnie. Praca zawiera wyrazny wkfad wtasny: definicje i analize
rozszerzonych ciggéw binarnych, konstrukcje reprezentacji heksastruktur, propozycje metryk
dla tych reprezentacji, wykorzystanie medoidu oraz porzadkéw czesSciowych jako narzedzi
agregacyjnych, a takze implementacje w jezyku Python. Autor wykazuje dobrg orientacje w
aparacie formalnym oraz konsekwentnie rozwija wtasny model reprezentacji i agregacji
obiektéw heksagonalnych.

Jednoczesnie rozprawa nie jest wolna od usterek. Najpowazniejsza uwaga dotyczy dowodu
twierdzenia 1.4.6, w ktorym uzyto nieuzasadnionego przejscia odpowiadajgcego przemiennosci
obrotu i odbicia. Sama teza twierdzenia, rozumiana jako zachowanie kata nieorientowanego
przez izometrie, jest prawdziwa, lecz przedstawiony dowdd wymaga poprawy. Ponadto w kilku
miejscach dowody sg nadmiernie skrotowe, czes¢ zastosowan ma raczej charakter ilustracyjny
niz walidacyjny, a warstwa jezykowo-redakcyjna wymaga korekty.

2. OCENA MERYTORYCZNA
2.1. Znaczenie problematyki podjetej w rozprawie

Podjeta problematyka jest specjalistyczna, ale uzasadniona. Agregacja struktur grafowych jest
trudniejsza niz agregacja danych wektorowych lub liczbowych, poniewaz wymaga zachowania
informacji o ksztatcie, potaczeniach i relacjach geometrycznych. Autor koncentruje sie na klasie



graféw o geometrii heksagonalnej, czyli na strukturach naturalnie wystepujacych w modelach
planszowych, sieciach, kratowych modelach przestrzeni, chemii organicznej i materiatach
opartych na strukturach szesciokatnych. Zaletg rozprawy jest to, ze Autor nie ogranicza sie do
bezposredniego poréwnywania grafdw, lecz wprowadza posrednig reprezentacje
kombinatoryczng. Reprezentacja przez ciggi binarne i rozszerzone ciggi binarne pozwala
przenies¢ problem geometrii grafowej na grunt operacji na ciggach oraz drzewach. Jest to
pomyst metodycznie trafny, bo upraszcza definicje poréwnywania i umozliwia konstrukcje
algorytmow agregujacych.

Temat nie ma charakteru masowego nurtu badawczego, ale miesci sie w informatyce i ma
czytelny komponent algorytmiczny. Warto$¢ pracy polega przede wszystkim na formalizacji
nowej klasy reprezentacji oraz na pokazaniu, ze taka reprezentacja moze stuzyé do
poréwnywania i agregowania heksastruktur.

2.2. Cele, hipotezy i metodyka badawcza

Cele pracy zostaty sformutowane we wstepie jasno. Autor wskazuje m.in. rozszerzenie pojecia
ciggu binarnego, wyprowadzenie wzordw na obrét i odbicie lustrzane, zdefiniowanie metryk,
agregacje z uzyciem medoidu i centroidu, wykorzystanie porzadkow czesciowych oraz
implementacje narzedzi w jezyku Python. Metodyka pracy jest zasadniczo poprawna i ma
charakter formalno-konstrukcyjny. Autor najpierw buduje aparat geometryczny, nastepnie
definiuje obiekty kombinatoryczne, potem wigze je z heksastrukturami, a na koricu wykorzystuje
zaproponowane reprezentacje do porownywania i agregacji. Taka kolejnos¢ jest logiczna i
sprzyja spéjnosci wywodu.

Stabszg strong metodyki jest ograniczona empiryczna walidacja zastosowan. Rozdziat 5 pokazuje
mozliwe uzycia w teorii gier, wiedzy rozproszonej i chemii organicznej, ale w wiekszosci sg to
przyktady lub demonstracje potencjatu metody, a nie petne eksperymenty poréwnawcze. Nie
jest to wada dyskwalifikujgca rozprawe o charakterze formalnym, jednak zakres weryfikacji
praktycznej powinien byé w pracy wyrazniej odrdzniony od czesci teoretycznej.

2.3. Struktura rozprawy

Rozprawa liczy 167 stron, w tym strony tytutowe, streszczenia, spis tresci, szes¢ rozdziatow, dwa
dodatki, bibliografie oraz skorowidze. Uktad pracy jest przejrzysty. Rozdziat 1 wprowadza aparat
geometryczny i porzadkowy. Rozdziat 2 definiuje rozszerzone ciggi binarne. Rozdziat 3
wprowadza heksastrukty i ich reprezentacje. Rozdziat 4 zawiera gtowne konstrukcje metryczne i
porzgdkowe. Rozdziat 5 omawia zastosowania. Rozdziat 6 podsumowuje wyniki. Dodatki
zawierajg wyniki pokrewne oraz implementacje.

Proporcje pracy s zasadniczo wtasciwe. Gtdéwne wyniki znajdujg sie w rozdziatach 2-4 oraz
czesciowo w dodatku A. Rozdziat 5 jest krétszy i ma charakter aplikacyjno-ilustracyjny. Dodatek
B, zawierajgcy implementacje, jest istotnym uzupetnieniem informatycznego charakteru
rozprawy.



Pewnym mankamentem strukturalnym jest bardzo rozbudowany rozdziat 1. Cze$¢ geometryczna
jest poprawnie motywowana, ale wiele wynikdw mozna byto przedstawié krdocej, korzystajgc z
algebry liniowej, iloczynu skalarnego, wyznacznika i wfasnosci izometrii. Obecna wersja jest
szczegbdtowa, lecz miejscami zaciemnia gtéwny tok pracy.

2.4. Literatura

Bibliografia obejmuje 49 pozycji. Zawiera publikacje z teorii graféw, agregacji, geometrii,
systeméw wieloagentowych, zastosowan siatki heksagonalnej oraz prace wtasne lub
wspoétautorskie Doktoranta powigzane z rozprawg. Wykorzystana literatura jest wystarczajgca
dla zdefiniowanego zakresu pracy, choé nie jest bardzo obszerna. Na plus nalezy zaliczyé
obecnos¢ aktualnych pozycji, w tym publikacji z lat 2020-2025, oraz wskazanie artykutéw, w
ktorych Autor publikowat wyniki wykorzystane w rozprawie. W bibliografii znajdujg sie tez
klasyczne pozycje z teorii graféw i algorytmiki. Z punktu widzenia recenzenta warto bytoby
jednak silniej osadzi¢ prace w literaturze dotyczacej poréwnywania graféw, graph edit distance,
kernelowych metod poréwnywania grafow, kanonicznych reprezentacji graféw, reprezentacji
struktur kratowych oraz agregacji obiektow niewektorowych. Autor deklaruje niewielkie
rozpoznanie tematu w literaturze, ale to twierdzenie wymagatoby szerszego przegladu
poréwnawczego.

2.5. Szczegbétowa ocena poszczegdlnych czesci rozprawy

Wstep

Wstep dobrze okresla przedmiot rozprawy, motywacje oraz cele. Autor jasno wyjasnia, czym sg
heksastrukty i dlaczego agregacja takich obiektdw wymaga odrebnego aparatu. Wskazane cele
sg adekwatne do zawartosci pracy. Wstep zawiera réwniez liste publikacji i konferencji, na
ktorych prezentowano wyniki.

Uwagi krytyczne dotyczg gtdwnie stylu i ostrosci uzasadnienia. Pojawiajg sie sformutowania zbyt
ogolne, np. o postepie technologicznym i koniecznosci optymalizacji proceséw. Przydatoby sie
krotsze, bardziej precyzyjne uzasadnienie luki badawczej oraz bardziej bezposrednie
porédwnanie z istniejgcymi metodami porownywania graféw.

Rozdziat 1. Podstawowe zagadnienia matematyczne

Rozdziat 1 wprowadza potrzebne pojecia z geometrii ptaskiej, macierze obrotu i odbicia,
wtasnosci tych operacji oraz podstawowe pojecia z teorii porzadkéw czesciowych. Zakres
materiatu jest odpowiedni, poniewaz pdziniejsze rozdziaty korzystajg z orientacji katéw, odbié
lustrzanych i relacji porzgdkowych.

Najwazniejsza uwaga merytoryczna dotyczy twierdzenia 1.4.6. W dowodzie Autor przechodzi od
wyrazenia Rot(phi) Ref(alpha)(p0-p1) + Ref(alpha)(pl-p) + p do Ref(alpha)(Rot(phi)(p0-pl) + p1-
p) + p. Takie przejscie wymagatoby ogdlnie przemiennosci Rot(phi) i Ref(alpha), ktéra nie
zachodzi. Z twierdzenia 1.4.1 wynika wrecz, ze Rot(phi) Ref(alpha) i Ref(alpha) Rot(phi) sq zwykle
réznymi odbiciami. Teze mozna udowodnié poprawnie przez zachowanie iloczynu skalarnego i



dtugosci przez odbicie, ewentualnie przez fakt, ze odbicie jest izometrig. W obecnej postaci
dowdd nalezy poprawic.

Dodatkowo dowody twierdzen 1.2.1 i 1.3.1 sg bardzo kazuistyczne. Wyniki sg standardowe i
poprawne, ale ich wykazanie przez liczne przypadki ¢wiartek zwieksza ryzyko btedow
notacyjnych. Bardziej elegancki i bezpieczny bytby dowdd macierzowy lub wektorowy.

Rozdziat 2. (Rozszerzone) ciggi binarne

Rozdziat 2 jest jedng z najwazniejszych czesci pracy. Autor definiuje rozszerzone ciggi binarne,
ich rozwiniecie, relacje z drzewem ternarnym oraz podstawowe operacje na tych obiektach.
Definicje sg zasadniczo spdjne i tworzg fundament dalszych rozwazan.

Pozytywnie oceniam prébe formalnego osadzenia rozszerzonych ciggdw binarnych jako struktur
rekurencyjnych. Pozwala to stosowac indukcje strukturalng i uzasadnia pdzniejsze definicje
metryk. Rozdziat jest techniczny, lecz potrzebny.

Uwagi dotyczg gtdwnie prezentacji. Czes¢ twierdzen i przyktadéw wymagataby dodatkowych
komentarzy intuicyjnych. Dla czytelnika mniej zaangazowanego w notacje rekurencyjng
przejscie od ciggdw do drzew ternarnych moze by¢ zbyt szybkie. Warto bytoby tez wyrazniej
odrdzni¢ rownowaznos¢ reprezentacji od syntaktycznej réwnosci rozszerzonych ciggdw.

Rozdziat 3. Heksastrukty

Rozdziat 3 definiuje heksastrukty, pokrycia $ciezkowe oraz wtasciwe pokrycia $ciezkowe, a
nastepnie wigze te pojecia z reprezentacjg przez ciggi binarne i rozszerzone ciggi binarne. Jest to
centralna cze$é rozprawy, poniewaz ustanawia most miedzy geometrig grafowg a reprezentacja
symboliczna.

Twierdzenie 3.3.2 o istnieniu wiasciwego pokrycia dla kazdego heksastruktu jest wazne dla catej
pracy. Dowdd ma charakter konstrukcyjno-indukcyjny i jest zasadniczo przekonujgcy. W recenzji
zwracam jednak uwage, ze warto podczas obrony doprecyzowac, jak procedura wyboru
pokrycia zachowuje sie w przypadkach niejednoznacznych oraz jaki jest wptyw wyboru pokrycia
na wynik agregacji. W rozdziale 3 pojawia sie rowniez istotna kwestia jednoznacznosci. Autor
wskazuje, ze kazdy cigg binarny lub rozszerzony cigg binarny reprezentuje doktadnie jeden
heksastrukt, ale odwrotnos¢ nie jest jednoznaczna: jeden heksastrukt moze mieé¢ wiele
reprezentacji zaleznych od poczatku, orientacji i pokrycia. Jest to naturalne, ale ma znaczenie
dla metryk i agregacji, poniewaz porownywanie reprezentacji moze nie by¢ tym samym co
porownywanie klas réwnowaznosci heksastruktur. Ten aspekt wymaga silniejszego
podkreslenia.

Rozdziat 4. Algorytmy agregujace heksastrukty

Rozdziat 4 zawiera gtéwne wyniki dotyczgce poréwnywania i agregacji. Autor definiuje metryke
dla rozszerzonych ciggdw binarnych, analizuje odlegtos¢ Hamminga, rozszerzong odlegtosc
Hamminga, wazong wersje tej odlegtosci, odlegtos¢ Levenshteina, medoid oraz porzadki
czesciowe.



Pozytywnie oceniam samg konstrukcje: przeniesienie poréwnywania heksastruktur na
porownywanie ich reprezentacji jest naturalne i algorytmicznie uzyteczne. Wprowadzenie
wazenia pozycyjnego jest uzasadnione, poniewaz rdéznice na wczesniejszych pozycjach ciggu
moga silniej wptywac na geometrie catej struktury.

Najpowazniejsza uwaga dotyczy twierdzenia 4.1.8. Stwierdzenie, ze odwzorowanie d*_d jest
metryka wtedy i tylko wtedy, gdy d jest metryka, jest bardzo mocne. W tekscie bezposrednio
przed twierdzeniem udowodniono wtasnos¢ zerowania, ale samo twierdzenie 4.1.8 nie ma w
widocznej wers;ji petnego dowodu, szczegdlnie w zakresie nieréwnosci trojkata dla rekurencyjnej
definicji wykorzystujgcej minimum. Teze te nalezy w rozprawie albo udowodni¢ jawnie, albo
ograniczyé, albo poprze¢ lematem wykazujgcym stabilnos¢ konstrukcji wzgledem nieréwnosci
tréjkata.

Dla rozszerzonej i wazonej odlegtosci Hamminga dowody nierdwnosci tréjkgta sg diugie i
rachunkowe. W przypadku wazonej odlegtosci Hamminga mozna zastosowac krotsze
uzasadnienie przez wspoéfrzednosciowg sume wazonych rdéznic po uzupetnieniu krdtszego ciggu
symbolem pustym, przy dodatnich wagach.

Czes¢ dotyczaca porzadkéw jest ciekawa, ale bardziej eksploracyjna. Porzadek
epaleksykograficzny moze by¢ uzyteczny, lecz sam Autor wskazuje jego ograniczenia. Warto
bytoby wyrazniej napisaé, w jakich przypadkach porzadki rzeczywiscie dajg stabilng agregacje, a
kiedy prowadzg do zbioréw elementéw minimalnych lub maksymalnych bez jednoznacznego
reprezentanta.

Rozdziat 5. Zastosowania

Rozdziat 5 omawia trzy zastosowania: teorie gier i symulacje komputerowe, systemy
wieloagentowe i wiedze rozproszong oraz chemie organiczng i stereoizomerie. Rozdziat jest
interesujacy i pokazuje, ze zaproponowane struktury moga by¢ interpretowane w réznych
kontekstach.

Zastosowanie dotyczace gry Catan jest najbardziej rozwinietym przyktadem praktycznym w
pracy. Autor wykorzystuje symulator Catanatron, przygotowuje wiasne modyfikacje kodu,
przeprowadza symulacje oraz agreguje otrzymane heksastruktury. Nalezy jednak zauwazy¢, ze
eksperyment ten ma przede wszystkim charakter studium przypadku potwierdzajgcego
mozliwo$¢ zastosowania zaproponowanych metod, a nie petnej walidacji strategii gry. W
szczegoblnosci brakuje szerszej analizy poréwnawczej, badania stabilnosci wynikow wzgledem
parametréw symulacji oraz formalnej oceny jakosci otrzymanych medoidow.

Przyktad wiedzy rozproszonej jest zgodny z intuicjg agregowania informacji od wielu agentéw.
Przyktad chemiczny jest atrakcyjny ilustracyjnie, ale wymaga ostroznosci, poniewaz grafowe
modele czgsteczek i stereoizomerii majg wtasne ograniczenia i nie kazda wtasnosé chemiczna
jest zachowywana przez prostg reprezentacje heksastrukturalna.

Rozdziat 5 traktuje jako demonstracje mozliwych zastosowan, nie jako petng empiryczng
walidacje metody. Dla mocniejszej oceny aplikacyjnej potrzebne bytyby eksperymenty



porédwnawcze, analiza ztozonosci dla danych rzeczywistych oraz poréwnanie z alternatywnymi
metodami reprezentacji grafow.

Rozdziat 6. Zakornczenie

Zakonczenie dobrze zbiera gtéwne wyniki pracy. Autor wskazuje, ze kluczowym efektem jest
reprezentacja heksastruktur za pomocg rozszerzonych ciggdw binarnych oraz wykorzystanie tej
reprezentacji do poréwnywania i agregacji. W zakonczeniu uczciwie wskazano takze pewne
ograniczenia, m.in. problem niejednoznacznosci medoidu oraz ograniczenia porzgdku
epaleksykograficznego.

Pozytywnie oceniam wskazanie kierunkdéw dalszych badan: rozwdj metod agregacji, redukcje
ztozonosci, lepsza analize struktur chemicznych i powigzania z systemami wieloagentowymi.
Pokazuje to Swiadomosé zakresu osiggnietych wynikdéw i ograniczen obecnej wersji metody.

Dodatki AiB

Dodatek A zawiera wyniki pokrewne dotyczgce wspédtrzednych wierzchotkow, walidacji ciggow
binarnych oraz zliczania sSciezek drugiego rzedu na siatce heksagonéw. Jest to wartosciowy
materiat uzupetniajgcy, cho¢ miejscami bardzo techniczny. Tabele z dodatku A sg czytelne, ale
niektére wartosci i wyrdznienia powinny miec¢ doktadniejszy komentarz interpretacyjny.

Dodatek B zawiera implementacje w Pythonie. To istotny element pracy doktorskiej w
dyscyplinie informatyka. Kod pokazuje, ze Autor nie ograniczyt sie do konstrukcji formalnych,
lecz przygotowat narzedzia obliczeniowe. Nalezy jednak poprawié opis jezykowy dodatku oraz
upewnic sie, ze repozytorium zawiera wersje kodu pozwalajgcg odtworzy¢ przyktady i symulacje.

2.6. Jezyk i strona formalna rozprawy

Od strony edytorskiej rozprawa jest przygotowana poprawnie. Uktad stron, numeracja, spisy i
wiekszos$¢ rysunkéw sg czytelne. Rysunki dobrze wspierajg wywdd geometryczny. Strona
graficzna pracy jest ogdlnie staranna.

Warstwa jezykowa wymaga jednak korekty. Tekst jest zrozumiaty, ale czesto ciezki stylistycznie.
Autor naduzywa stowa ,oraz”, co prowadzi do zdan wielokrotnie ztozonych i mato naturalnych.
Pojawiajg sie rowniez literowki, btedy fleksyjne oraz niezreczne kalki. Szczegétowe uwagi
znajduja sie w Tabeli 1.
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Tabela 1. Szczegolowe uwagi jezykowe

Strona Problem Sugerowana korekta lub komentarz
»2& wzgledu na niewielki | Lepiej: ,,ze wzgledu na stosunkowo stabe

9 stopien zgtebienia tematu w | rozpoznanie tematu w literaturze” lub
literaturze” »hiewielka liczbe opracowan”.

,Parkietaz stanowi problem | Lepiej: ,Parkietaz polega na...” albo

9 polegajacy na...” ,Parkietaz jest zagadnieniem

polegajgcym na...”.

11 »przejs¢ do definicji wtasciwej | Lepiej: ,przejs¢ do definicji obiektéw
dla tej dysertacji obiektow” wiasciwych dla tej dysertacji”.
,budowaniu  Sciezek oraz | Powtdrzenie ,oraz”; lepiej: ,budowaniu

11 zamkdéw oraz pozyskiwaniu | Sciezek i zamkoéw oraz pozyskiwaniu
surowcow” surowcow”.

29 »Ze wzgledu na prostg” Standardowo: , wzgledem prostej”.
ykosmologii” w wyliczeniu | Lepiej: ,kosmologia”. W wyliczeniu warto

97 dziedzin ujednolici¢  przypadki:  informatyka,

matematyka, fizyka, kosmologia,
botanika itd.

139 ,Google Colabolatory” Powinno by¢: ,Google Colaboratory” lub

potocznie ,,Google Colab”.
,hie wymaga instalacja | Powinno by¢: ,nie wymaga instalacji

139 . . . .

Srodowiska” srodowiska”.

139 »Python ... jest powszechnie | Powinno  by¢: ,Python jest

wykorzystywane” powszechnie wykorzystywany”.
147, 162 | ,ogarniczeniem akcji” Powinno by¢: ,,ograniczeniem akgcji”.

. PYTANIA | ZAGADNIENIA DO DYSKUSIJI PODCZAS OBRONY

Jak Doktorant poprawitby dowdd twierdzenia 1.4.6? Czy obecne przejscie w dowodzie nie

wymaga dodatkowego uzasadnienia, skoro obrét i odbicie nie sg na ogét przemienne?

rekurencyjnej d*_d?

reprezentacjach?

dla duzych heksastruktur?

charakter przyktadowy lub ilustracyjny?

Czy dla twierdzenia 4.1.8 istnieje petny dowdd nieréwnosci trdjkata dla metryki

Jak wybdr wtasciwego pokrycia sciezkowego wptywa na wartos¢ metryk i wynik agregacji?
Czy mozina méwi¢ o metryce na samych heksastrukturach,

czy jedynie na

Jak rozstrzygana jest niejednoznacznos¢ medoidu w praktycznych zastosowaniach?
Jaka jest ztozonos¢ obliczeniowa wyznaczania reprezentacji, obliczania metryk oraz agregacji

Ktore z przedstawionych zastosowan zostaty zweryfikowane eksperymentalnie, a ktére maja




4. WNIOSKI | KONKLUZJA KONCOWA

Mimo wskazanych usterek rozprawa mgra Grzegorza Mosia stanowi oryginalne opracowanie
naukowe. Autor zaproponowat nowy sposdb reprezentowania i agregowania struktur o
geometrii heksagonalnej, wykazat znajomo$¢ aparatu matematycznego i informatycznego oraz
przygotowat implementacje wspierajgce przedstawione konstrukcje.

W mojej ocenie rozprawa prezentuje ogdlng wiedze teoretyczng Doktoranta w dyscyplinie
informatyka, potwierdza umiejetnos¢ samodzielnego prowadzenia pracy naukowej oraz zawiera
oryginalne rozwigzanie problemu naukowego polegajgcego na reprezentacji, poréwnywaniu i
agregacji heksastruktur. Wskazane braki formalne wymagajg wyjasnienia i korekty, ale nie
przekreslajg zasadniczego wktadu rozprawy.

Konkluzja. Biorgc pod uwage przedstawiong ocene, stwierdzam, ze rozprawa doktorska mgr.
Grzegorza Mosia pt. ,Algorytmy agregujgce modele o geometrii heksagonalnej” spetnia
wymagania stawiane rozprawom doktorskim, w szczegdlnosci stanowi oryginalne rozwigzanie
problemu naukowego, wykazuje ogdlng wiedze teoretyczng Kandydata w dyscyplinie
informatyka oraz potwierdza jego umiejetnos¢ samodzielnego prowadzenia pracy naukowej. W
zwigzku z tym wnioskuje o przyjecie rozprawy doktorskiej i dopuszczenie mgr. Grzegorza Mosia
do publicznej obrony oraz o kontynuowanie postepowania w sprawie nadania mu stopnia
doktora w dziedzinie nauk scistych i przyrodniczych, w dyscyplinie informatyka.

Signed by /
Podpisano przez:

Tomasz Gorecki

Date / Data:
2026-05-28 12:58
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