ZBIORY PODSUM SZEREGOW LICZBOWYCH ZBIEZNYCH

Streszczenie

Gdy >, x, jest szeregiem zbieznym bezwarunkowo w przestrzeni Banacha, to zbiér

A(xy,) = {an AC N}

neA

jest poprawnie okreslony i nazywamy go zbiorem podsum (ang. set of subsums) lub
zbiorem osiggalnym (ang. achievement set) ciagu (z,,) (lub szeregu ) x,). Zbiér pod-
sum szeregu zbieznego bezwzglednie na prostej rzeczywistej ma jedna z czterech po-
staci: zbior skonczony, skonczona suma przedzialow domknietych, zbiér Cantora lub
M-Cantorval. Z kolei suma algebraiczna dwéch jednorodnych zbioréw Cantora ma jed-
ng z pieciu postaci: przedziat domkniety, zbior Cantora, L-Cantorval, R-Cantorval lub
M-Cantorval. Te dwa fakty stuzg m.in. jako motywacja do studiowania Cantorvali.
Cantorvale to zwarte regularnie domkniete podzbiory prostej, ktére tacza cechy zbio-
ru Cantora oraz przedziatu. W rozdziale pierwszym omawiam wyniki mojej publikacji

wspotautorskie;j:

[I] W. Bielas, M. Kula, Sz. Plewik. On compact subsets of the reals. Topology Appl.
346, Paper No. 108854 (2024), 10s.

Dowodzimy charakteryzacji zwartych przestrzeni metrycznych, ktére topologicznie za-
nurzaja sie¢ w prosta. Stosujemy ja do dowodu warunkéw rownowaznych, aby przestrzen
topologiczna byta homeomorficzna z M-Cantorvalem badz L-Cantorvalem. Korzystajac
z wlasnosci przeliczalnych przestrzeni liniowo uporzadkowanych, podajemy dowody, ze
dowolne dwa M-Cantorvale sg homeomorficzne i dowolne dwa specjalne L-Cantorvale
sa homeomorficzne. Uzywajac twierdzenia Mazurkiewicza—Sierpinskiego o ilo$ci nieho-
meomorficznych podprzestrzeni liczb wymiernych, dowodzimy, ze istnieje continuum
wiele niechomeomorficznych L-Cantorvali.

Jednym z podstawowych zagadnien w temacie zbiorow podsum sg kryteria po-
zwalajace stwierdzi¢ o postaci topologicznej zbioru podsum pochodzacego od danego
szeregu. Na prostej rzeczywistej ten problem mozna sprowadzi¢ do szeregdéw o wyrazach
dodatnich uporzadkowanych malejaco. Tak zwane nierownosci Kakeyi, czyli zaleznosci
miedzy wyrazami a resztami szeregu, pozwalajg rozstrzygnaé¢ o postaci topologicznej
zbioru podsum, ale nie we wszystkich przypadkach. Znane kryteria nie zawsze daja

odpowiedz, czy dany zbior podsum jest zbiorem Cantora czy M-Cantorvalem. W roz-



dziale drugim prezentuje dotychczas nieopublikowane wyniki pracy wspoélnej z Szymo-
nem Gtabem. Po omoéwieniu znanych wtasnosci zbiorow podsum w ogélnym zakresie,

zajmujemy sie tzw. zbiorami samopodobnymi

E(X,q) = {Zaz-qi: (0;) € EN},

gdzie ¥ C R jest zbiorem skoniczonym oraz g € (0,1). To pojecie jest uogdlnieniem

zbioru podsum pochodzacego od ciggu multigeometrycznego, czyli ciggu postaci

(P1s- D3 @) = (P1Gy - -+, P0Gy D105 - - s P - - ),

gdzie pi,...,p, to liczby rzeczywiste, zas ¢ € (0,1). Nasz wspélny wynik dotyczy
charakteryzacji, kiedy zbiér E (E, ﬁ

mozna go stosowaé¢ do sprawdzania postaci topologicznej zbiorow podsum szeregoéw

) zawiera przedzial. Pod pewnymi zalozeniami

multigeometrycznych.
Rozdziat trzeci dotyczy zbioréw podsum na plaszczyznie R2. Prezentuje wyniki

publikacji:

[IT] M. Kula, P. Nowakowski. Achievement sets of series in R?. Results Math. 79 no.
6, Paper No. 221 (2024), 24 s.

Podajemy przyktady zbiorow podsum o réznej postaci topologicznej, w szczegdlnosci
zajmujemy sie réznymi mozliwymi sktadowymi spéjnosci. Dowodzimy istnienia szere-
gu o zbiorze podsum, ktorego ciecie jest z géry zadanym zbiorem P-sum. Stosujemy
ten wynik do konstrukeji kontrprzyktadu na hipoteze, ze kazdy zbiér podsum w R?
z doktadnoscig do homeomorfizmu jest skonczona sumg produktéw zbioréw podsum
z R.

Centrum dystanséw (ang. center of distances) jest waznym narzedziem w badaniu
zbioréw podsum. Dla przyktadu, to pojecie jest stosowane w dowodach o niemozliwo-
Sci przedstawienia danego zbioru jako zbioru podsum pewnego szeregu. W rozdziale
czwartym pozytywnie odpowiadam na pytanie Matgorzaty Filipczak, czy kazdy zbior
dopuszczalny jest centrum dystansow pewnego podzbioru prostej rzeczywistej. Nastep-
nie wzmacniam ten rezultat przez pokazanie, ze rzeczony podzbioér mozna dodatkowo

dobraé tak, zeby byl zbiorem Bernsteina. Te wyniki sg opublikowane w artykule:

[III] M. Kula. Center of distances and Bernstein sets. Real Anal. Exchange, Ad-
vance Publication 1 — 6 (2025). https://doi.org/10.14321/realanalexch.
1739330962



