UNIWERSYTET SLASKI W KATOWICACH

Wydzial Nauk Scistych i Technicznych
Instytut Matematyki

MATEUSZ KULA

ZBIORY PODSUM SZEREGOW
LICZBOWYCH ZBIEZNYCH

Praca doktorska

Promotor:
prof. dr hab. Szymon Plewik

Promotor pomocniczy:
dr Wojciech Bielas

KATOWICE, 2025



Streszczenie

Gdy ), ®, jest szeregiem zbieznym bezwarunkowo w przestrzeni Banacha, to zbiér

A(z,) = {an AC N}

neA

jest poprawnie okreslony i nazywamy go zbiorem podsum (ang. set of subsums) lub
zbiorem osiggalnym (ang. achievement set) ciagu (x,) (lub szeregu > wx,). Zbiér pod-
sum szeregu zbieznego bezwzglednie na prostej rzeczywistej ma jedng z czterech po-
staci: zbior skonczony, skonczona suma przedziatow domknietych, zbiér Cantora lub
M-Cantorval. Z kolei suma algebraiczna dwéch jednorodnych zbioréw Cantora ma jed-
na z pieciu postaci: przedzial domkniety, zbiér Cantora, L.-Cantorval, R-Cantorval lub
M-Cantorval. Te dwa fakty stluza m.in. jako motywacja do studiowania Cantorvali.
Cantorvale to zwarte regularnie domkniete podzbiory prostej, ktére tacza cechy zbio-
ru Cantora oraz przedzialu. W rozdziale pierwszym omawiam wyniki mojej publikacji

wspotautorskie;j:

[I] W. Bielas, M. Kula, Sz. Plewik. On compact subsets of the reals. Topology Appl.
346, Paper No. 108854 (2024), 10s.

Dowodzimy charakteryzacji zwartych przestrzeni metrycznych, ktére topologicznie za-
nurzaja sie¢ w prosta. Stosujemy ja do dowodu warunkéw réownowaznych, aby przestrzen
topologiczna byta homeomorficzna z M-Cantorvalem badz L-Cantorvalem. Korzystajac
z wtasno$ci przeliczalnych przestrzeni liniowo uporzadkowanych, podajemy dowody, ze
dowolne dwa M-Cantorvale sa homeomorficzne i dowolne dwa specjalne L-Cantorvale
sa homeomorficzne. Uzywajac twierdzenia Mazurkiewicza—Sierpinskiego o ilo$ci nieho-
meomorficznych podprzestrzeni liczb wymiernych, dowodzimy, ze istnieje continuum
wiele niehomeomorficznych L-Cantorvali.

Jednym z podstawowych zagadnien w temacie zbioréw podsum sg kryteria po-
zwalajace stwierdzi¢ o postaci topologicznej zbioru podsum pochodzacego od danego
szeregu. Na prostej rzeczywistej ten problem mozna sprowadzi¢ do szeregdéw o wyrazach
dodatnich uporzadkowanych malejaco. Tak zwane nierownosci Kakeyi, czyli zaleznosci
miedzy wyrazami a resztami szeregu, pozwalajg rozstrzygnaé¢ o postaci topologicznej
zbioru podsum, ale nie we wszystkich przypadkach. Znane kryteria nie zawsze daja
odpowiedz, czy dany zbiér podsum jest zbiorem Cantora czy M-Cantorvalem. W roz-
dziale drugim prezentuje dotychczas nieopublikowane wyniki pracy wspoélnej z Szymo-

nem Gtabem. Po omoéwieniu znanych wtasnosci zbiorow podsum w ogélnym zakresie,



zajmujemy si¢ tzw. zbiorami samopodobnymi

E(X,q) = {Zaiqi: (0y) € ZN},

gdzie 3 C R jest zbiorem skoniczonym oraz ¢ € (0,1). To pojecie jest uogdlnieniem

zbioru podsum pochodzacego od ciggu multigeometrycznego, czyli ciggu postaci

(p17 s apnv(Z) = (p1Q7 s 7an>p1q27 cee apnq27 . ')7

gdzie py,...,p, to liczby rzeczywiste, zas ¢ € (0,1). Nasz wspdlny wynik dotyczy

L
1

mozna go stosowaé do sprawdzania postaci topologicznej zbiorow podsum szeregoéw

charakteryzacji, kiedy zbior E (E, ) zawiera przedzial. Pod pewnymi zalozeniami
multigeometrycznych.
Rozdziat trzeci dotyczy zbioréw podsum na plaszczyznie R2. Prezentuje wyniki

publikacji:

[IT] M. Kula, P. Nowakowski. Achievement sets of series in R?. Results Math. 79 no.
6, Paper No. 221 (2024), 24 s.

Podajemy przyktady zbioréw podsum o réznej postaci topologicznej, w szczegdlnosci
zajmujemy sie réznymi mozliwymi sktadowymi spéjnosci. Dowodzimy istnienia szere-
gu o zbiorze podsum, ktoérego cigcie jest z géry zadanym zbiorem P-sum. Stosujemy
ten wynik do konstrukcji kontrprzyktadu na hipoteze, ze kazdy zbiér podsum w R?
z doktadnoscia do homeomorfizmu jest skonczona suma produktéw zbioréw podsum
z R.

Centrum dystansow (ang. center of distances) jest waznym narzedziem w badaniu
zbioréw podsum. Dla przyktadu, to pojecie jest stosowane w dowodach o niemozliwo-
Sci przedstawienia danego zbioru jako zbioru podsum pewnego szeregu. W rozdziale
czwartym pozytywnie odpowiadam na pytanie Matgorzaty Filipczak, czy kazdy zbior
dopuszczalny jest centrum dystanséw pewnego podzbioru prostej rzeczywistej. Nastep-
nie wzmacniam ten rezultat przez pokazanie, ze rzeczony podzbiér mozna dodatkowo

dobra¢ tak, zeby byt zbiorem Bernsteina. Te wyniki sa opublikowane w artykule:

[III] M. Kula. Center of distances and Bernstein sets. Real Anal. Exchange, Ad-
vance Publication 1 — 6 (2025). https://doi.org/10.14321/realanalexch.
1739330967


https://doi.org/10.14321/realanalexch.1739330962
https://doi.org/10.14321/realanalexch.1739330962

Abstract

If ° x, is an unconditionally convergent series in a Banach space, then the set

A(zy) = {an AC N}

neA

is well defined and we call it the set of subsums or the achievement set of sequence (z,,)
(or series ) x,). The set of subsums of an absolutely convergent series on the real line
has one of the following forms: a finite set, a finite union of closed intervals, a Cantor set
of an M-Cantorval. In turn, an algebraic sum of two homogeneous Cantor sets has one
of the following forms: a closed interval, a Cantor set, an L-Cantorval, an R-Cantorval
or an M-Cantorval. These facts serve as motivation to study Cantorvals. Cantorvals
are compact regularly closed subsets of the line, which combine the properties of the
Cantor set and the interval. In chapter one I report the result of my co-authored

publication:

[I] W. Bielas, M. Kula, Sz. Plewik. On compact subsets of the reals. Topology Appl.
346, Paper No. 108854 (2024), 10 p.

We prove the characterization of compact metric spaces that can be topologically em-
bedded into the line. We use it to prove equivalent conditions for the space to be
homeomorphic with M-Cantorval or L-Cantorval. Using the properties of countable
linearly ordered spaces, we give proofs that any two M-Cantorvals are homeomorphic
and any two special L-Cantorvals are homeomorphic. Using Mazurkiewicz—Sierpinski
theorem on the number of non-homeomorphic subspaces of rationals, we prove that
there exist continuum many non-homeomorphic L-Cantorvals.

One of the fundamental questions concerning sets of subsums are criteria for deter-
mining the topological form of the set of subsums of a particular series. On the real line
this problem is reduced to series of positive terms in descending order. The so-called
Kakeya inequalities, i.e. relationships between the terms and remainders of the series,
allow to decide the topological form of the set of subsum, but not in all cases. Known
criteria do not always provide an answer as to whether a given set of subsums is a
Cantor set or an M-Cantorval. In chapter two I present thus far unpublished result of
joint work with Szymon Gtab. After discussing known properties of sets of subsums in

general, we deal with the self-similar sets

E(X,q) = {Zaz-qi: (0;) € EN},

3



where ¥ C R is a finite set and ¢ € (0,1). This notion is a generalization of the set of

subsums of multigeometric sequence, which is the sequence of the form

(P1s-- s Pni @) i= (P1Gy s Pl 1T - - s PR - - ),

where py, ..., p, are real numbers and ¢ € (0,1). Our joint result is a new characteriza-
tion, when the set (E, ﬁ

used to determine the topological form of the set of subsums of multigeometric series.

contains an interval. Under some assumptions it can be

Chapter three concerns sets of subsums on the plane R2. I present the results of

the publication:

[IT] M. Kula, P. Nowakowski. Achievement sets of series in R?. Results Math. 79
no. 6, Paper No. 221 (2024), 24 p.

We give examples of sets of subsums of various topological form, in particular we deal
with different possible connected components. We prove the existence of a series whose
set of subsums has a cut that is a given set of P-sums. We use this result to construct a
counterexample to the conjecture that any set of subsums in R? up to homeomorphism
is a finite union of products of sets of subsums in R.

The center of distances is an important tool in studying sets of subsums. For
example, this notion is used in proofs that some set cannot be represented as a set of
subsums of any series. In chapter four I give a positive answer to Malgorzata Filipczak’s
question, whether any set A C [0, 00) with 0 € A is a center of distances of some subset
of the real line. Then I strengthen this result by showing that such subset can be in

addition chosen to be a Bernstein set. These results are published in the article:

[III] M. Kula. Center of distances and Bernstein sets. Real Anal. Exchange, Ad-
vance Publication 1 — 6 (2025), https://doi.org/10.14321/realanalexch.
1739330962
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Wstep

W rozprawie przedstawiam wybrane wyniki dotyczace zbior6w podsum (ang. sets of
subsums) lub inaczej zbioréw osiagalnych (ang. achievement sets), gtéwnie w kontekscie
topologii prostej rzeczywistej. Zainteresowatem sie tym tematem za namowa promotora
Szymona Plewika. Ta tematyka w ostatnich latach zyskata popularno$¢ m.in. w gronie
matematykéw zwigzanych z Uniwersytetem F.odzkim; sa to np. Artur Bartoszewicz,
Malgorzata Filipczak, Grazyna Horbaczewska i Piotr Nowakowski. Inni autorzy, z kté-
rymi takze mialem okazje wspolpracowacd, to Szymon Glab, Jacek Marchwicki oraz
Franciszek Prus-Wisniowski.

Punktem wyjscia i inspiracja dla mnie byty Cantorvale. Stowo Cantorval to neolo-
gizm oznaczajacy zwarty podzbiér prostej rzeczywistej, ktéry taczy cechy zbioru Can-
tora oraz przedzialu. Za przykladem rozprawy doktorskiej [43] zdecydowalem sie¢ na
pozostanie przy angielskiej pisowni. Cantorvale pojawiaja si¢ w naturalny sposob jako
zbiory podsum szeregéw zbieznych bezwzglednie lub sumy algebraiczne zbiorow Can-
tora. Wyniki artykutu [6] omawiane w rozdziale pierwszym dotycza w duzej mierze
Cantorvali, chociaz sa tylko posrednio zwiazane ze zbiorami podsum.

W rozdziale pierwszym przedstawiam dowod wewnetrznej charakteryzacji zwar-
tych podzbioréw prostej, nieznacznie inny niz ten zamieszczony w artykule [6], ktére-
go jestem wspoétautorem. Zmiana polega na zastosowaniu metody granicy odwrotnej,
w szczegdlnosci techniki opisanej w lemacie Rezultaty publikacji [6] byty baza dla
dalszych badan opisanych w tej rozprawie.

W trakcie planowych zaje¢ Szkoty Doktorskiej wspolnie z Szymonem Glgbem ana-
lizowali$my artykut R. Kenyona [22]. Interesowaly nas w szczegdlnosci zbiory samopo-
dobne jako warianty zbioréw podsum. Wtasnosci zbioréw podsum w ogdlnym zakresie
sa wyczerpujaco opisane w innych publikacjach, patrz np. [4] lub [33]. Fakty
oraz twierdzenie [2.6|sa dobrze znane, dlatego w rozdziale drugim omawiam je skroto-
wo. Poczawszy od sekcji 2.1 omawiam wyniki bardziej szczegétowe bedace uogdlnieniem
rezultatéw z [22]. Dotycza one charakteryzacji zbioréw podsum szeregéw multigeome-
trycznych przy dodatkowych zatozeniach. Gtowny wynik jest opisany przez twierdzenie

2.21| Zawartos$¢ tej sekcji planujemy dopiero opublikowaé, a przysztej publikacji bede



wspotautorem.

Zagadnienie zbioréw podsum na ptaszczyznie i w dowolnych przestrzeniach Banacha
nalezy do mato zbadanych. W artykule [26] wspélnie z Piotrem Nowakowskim podej-
mujemy si¢ zebrania dotychczas znanych faktéw. Dowodzimy tez nowego twierdzenia,
ktore pozwala skonstruowaé zbiér podsum na ptaszczyznie o cieciu bedacym zadanym
zbiorem P-sum. Wnioskiem jest, ze istnieje zbiér podsum w R?, ktéry nie jest skoniczona
sumg produktow jednowymiarowych zbioréw podsum. Te wyniki opisuje w rozdziale
trzecim.

Waznym narzedziem w badaniu zbioréw podsum stalo si¢ centrum dystanséw (ang.
center of distances) wprowadzone w artykule [7]. Pojecie to z czasem stalo si¢ intere-
sujace samo w sobie, patrz np. [3]. W artykule [25] pozytywnie odpowiadam na pyta-
nie Malgorzaty Filipczak o suriektywnos¢ operatora centrum dystanséw, a nastepnie
wzmacniam ten rezultat przez pokazanie, ze kazdy zbiér dopuszczalny jest centrum
dystanséw pewnego zbioru Bernsteina.

Na ogét stosujemy standardowe oznaczenia. Liczby naturalne N numerujemy od
1. Gdy A jest zbiorem, to symbol AN oznacza zbiér wszystkich ciggéw nieskoniczonych

o wartoéciach w A, za$ symbol A", gdzie n € N, oznacza zbidér ciagéw o wartosciach w A

i dziedzinie {1,...,n}, czyli ciagéw skonczonych dtugosci n. W szczegblnosci, symbole
2N oraz 2" oznaczaja zbiory ciagéw o wartosciach w 2 = {0,1}. Gdy s = (s1,...,8,)
oraz t = (t1,...,t,) sa ciagami skonczonymi, to st = (s1,...,8p,t1,...,tm) jest to

tzw. konkatenacja ciagéw s oraz t. Symbol |A| oznacza moc zbioru A. Moc zbioru liczb
naturalnych oznaczamy przez w, zas moc zbioru liczb rzeczywistych przez c.
Bedziemy stosowac¢ nazewnictwo topologii ogolnej. W szczegdlnosci sktadowq prze-
strzeni topologicznej X nazywamy kazdy maksymalny zbiér spojny zawarty w X. Z ko-
lei skiadowq punktu x € X nazywamy sume wszystkich zbiorow spdjnych zawartych
w X, do ktérych nalezy x. Sktadowe jednopunktowe nazywamy trywialnymi, a pozosta-
te nietrywialnymi. Lukiem nazywamy homeomorficzny obraz odcinka [0, 1]. W kwestii
pojeé¢ niezdefiniowanych tutaj odsylamy czytelnika do ksiazki [12]. Z kolei wlasnosci
przestrzeni liniowo uporzadkowanych bedziemy wykorzystywali w zakresie okreslonym
w ksiazce [9]. Tlekroé mowa o przestrzeniach metrycznych, metryke domyglnie oznacza-
my przez d, kule otwarta o srodku w punkcie x i promieniu r symbolem K(z,7), za$
srednice zbioru A przez diam A. W przestrzeni metrycznej X symbolem B(X) oznacza-
my o-ciato zbioréw borelowskich. Operujemy podstawowymi pojeciami teorii prawdo-
podobienstwa np. zmienna losowa, rozktad lub niezalezno$¢. W naszych rozwazaniach
szczegblnie wazne sg pojecia splotu oraz stabej zbieznosci, ktorych definicje i podsta-
wowe wlasnosci przytaczamy, jednak zazwyczaj bez dowodu. Potrzebne uzasadnienia
mozna znalezé w podrecznikach, np. [23]. Miare Lebesgue’a na prostej rzeczywistej

oznaczamy jednolicie symbolem .



1 Zwarte podzbiory prostej

W tym rozdziale omawiam rezultaty opublikowane w [6], przy czym niektére prezento-
wane dowody roznig sie od dowodéw tam zamieszczonych. Dla przyktadu, nasladujemy
dowdd charakteryzacji zbioru Cantora jako jedynej z doktadnosciag do homeomorfizmu
niepustej przestrzeni metrycznej zwartej, w sobie gestej i catkowicie niespéjnej, [45]
30.4 Corollary|. Dowdd z ksiazki [45] stosuje metode granic odwrotnych. Z faktéw do-
tyczacych ciagéw odwrotnych korzystamy w zakresie opisanym w [45] s. 211].

R. L. Moore oraz J. R. Kline [32] pokazali, ze jezeli X jest zwartym podzbiorem

plaszczyzny oraz

(x) dowolna nietrywialna skladowa przestrzeni X jest tukiem L o tej wlasnosci, ze

jedynie jego korice mogq byé punktami skupienia zbioru X \ L,

to istnieje tuk na plaszczyznie zawierajacy X (a wiec zbior X jest homeomorficzny
z podzbiorem prostej). W artykule [6] pokazaliSmy, ze w zakresie przestrzeni metrycz-
nych zwartych warunek (x) charakteryzuje dokladnie te przestrzenie, ktére zanurzaja

sie w R.

Fakt 1.1. W przestrzeni zwartej Hausdorffa sktadowa punktu x jest przekrojem wszyst-

kich podzbiorow domknieto-otwartych zawierajgcych x.
Dowdd. Patrz [12, Twierdzenie 8, s. 431]. O

Fakt 1.2. Jesli X jest przestrzenig metryczng zwartg oraz S C X jest sktadowq
o0 Srednicy < € zawartg w zbiorze otwartym U C X, to istnieje zbior domknieto-otwarty
W C X o srednicy < € taki, 2¢ S CW CU.

Dowdd. Niech r = (¢ — diamS) > 0 oraz V := [J,cq K(2,7) N U. Zbiér V jest
otwarty oraz diam V' < . Na podstawie faktu mamy S = (| V, gdzie V jest rodzing
zbioréw domknieto-otwartych zawierajacych S. Rodzina { X\ D: D € V} jest otwartym

pokryciem zbioru zwartego X \ V, a wiec istnieje rodzina skoniczona W C V taka, ze
W=nNwcV. O]



Lemat 1.3. Jesli X jest przestrzenig metryczng zwartq spetniajgcg (%), to dla kazdego

e > 0 rodzina sktadowych przestrzeni X o Srednicy wiekszej od € jest skonczona.

Dowdd. Ustalmy ¢ > 0 i przypusémy, ze (S,) jest réznowartoéciowym ciagiem skla-
dowych przestrzeni X, przy czym kazda z nich ma $rednice > €. Dla kazdego n € N
istnieja punkty a,, b, € S, takie, ze d(a,, b,) > . Ponadto (réwniez dla kazdego n € N)
istnieje punkt ¢, € S, taki, ze d(an,c,) > €/2 oraz d(b,,c,) > €/2. Istotnie, w prze-
ciwnym razie zbiory K(a,,e/2) N S,, K(b,,e/2) NS, stanowityby podzial spéjnego
zbioru 5, na dwa otwarte i niepuste podzbiory. Wobec zwartosci przestrzeni X moze-
my (bez straty ogdlnosci) zaltozyé, ze ciagi (a,,), (b,) oraz (c,) sa zbiezne odpowiednio
do punktéw a, b oraz ¢. Mamy d(a,c) > /2 oraz d(b,c) > £/2.

Przypu$émy nie wprost, ze punkty a i ¢ leza w réznych sktadowych przestrzeni
X. Wobec faktu istnieje zbiér domknieto-otwarty V' taki, ze a € V oraz ¢ ¢ V.
Ze zbieznodci ciagéw (a,) oraz (c,) wynika, ze dla prawie wszystkich n € N zachodzi
a, € V oraz ¢, ¢ V. Poniewaz kazdy S, jest spdjny, zas V domknieto-otwarty, wiec
jednoczesnie S, C V oraz S, NV = () dla prawie wszystkich n € N; sprzecznos¢.

Analogicznie dowodzimy, ze punkty b i ¢ leza w tej samej sktadowej, ktorg oznacza-
my S. Punkty a, b1i ¢ sa rézne oraz nalezg do S, a wiec jeden z nich lezy wewnatrz tuku
S (S jest tukiem wobec (%)). Dla ustalenia uwagi zatézmy, ze jest to punkt ¢ (punkty a
oraz b zachowuja sie tak samo). Warunek (%) gwarantuje wowczas, ze prawie wszystkie

wyrazy ciagu (c,) leza w zbiorze S, co przeczy réznowartosciowosci ciaggu (.S,,). O

W powyzszym lemacie zalozenie, ze X spehia () jest istotne. Kontrprzyktadami
sa iloczyny kartezjanskie C' x [0, 1], gdzie C' jest zbiorem Cantora lub C' = {¢,: n €
N} U {c} dla réznowartosciowego ciagu (c,) zbieznego do ¢ € R.

Jezeli X, jest ciagiem zbiorow oraz sa okreslone funkcje f,: X,, — X,,_1, to kta-

dziemy

Xoo = {(xn) S HXn5 VnGN fn(xn) - In—l} .
n=0
Innymi stowy, X jest granica ciggu odwrotnego

(1) -~-—>an—>Xn,1—>---—>X17>Xo.

Jedli dodatkowo kazda z przestrzeni X, jest wyposazona w porzadek liniowy <,,, a funk-

cje fn sa niemalejace, to warunek

10



okresla porzadek liniowy <., na przestrzeni X,,. Wynika to natychmiast z wtasnosci
Tp <pYp — vm}nxm <m Ym,

ktéra zachodzi dla wszystkich (x,,), (yn) € Xeo.

Kazda z przestrzeni X,, uznajemy za przestrzen topologiczna, gdzie topologia jest
generowana przez rodzine przedzialéw otwartych. Jak zauwazono we wstepie artykutu
[24] w ogdlnosci topologia liniowego porzadku w X, nie musi sie pokrywacé z topologia

dziedziczong z produktu [],-, X, (nawet gdy funkcje f, sa ciagle). Mianowicie, niech

m

1
X :=[-1,0)U {—: m € N}
oraz f: X — X bedzie okreslona wzorem

x, dlaz<0lubx =1,

fz) =

1

g dla x = %, gdzie m > 1.

Dla wszystkich n € N ktadziemy X,, = X oraz f,, = f. Wéwczas nici nalezace do grani-
cy odwrotnej X, to ciagi state o wartosciach w [—1,0)U{1}. W topologii dziedziczonej
z produktu ciagg stale rowny 1 jest punktem izolowanym. Natomiast X, liniowo upo-

rzadkowana przez relacje <., jest izomorficzna z przedziatem domknietym. Funkcje f,

1

nie s suriektywne, bo 5 nie jest wartoscig f. Jednak dodajac dodatkowe zalozenia,

dostajemy co nastepuje.

Lemat 1.4. Niech (X, <)) bedzie ciggiem przestrzeni liniowo uporzedkowanych. Jezeli
funkcje fn: X, — X,_1 sq cigglymi niemalejgcymi suriekcjami, to topologia granicy
X ciggu odwrotnego dziedziczona z produktu H@O X, jest identyczna z topologig

liniowego porzadku <.

Dowdd. Ustalmy zbiér podbazowy ((x,), =) C X topologii liniowego porzadku <,
oraz ni¢ (y,) € ((x,), —). Wtedy istnieje k € N takie, ze x <j yi, stad

(yn) € 7 (@r, =) N Xoo S ((2a), =)

Postepujac analogicznie ze zbiorami («—, (z,)), dostajemy, ze kazdy zbiér podbazowy
topologii liniowego porzadku <., jest otwarty w X, z topologia dziedziczona z pro-
duktu [, Xn-

Na odwrdt, ustalmy zbiér podbazowy U = 7} '[(z*, —)] N X W topologii na X,

dziedziczonej z produktu [] ., X,, gdzie * € X, oraz ni¢ (y,) € U. Rozwazmy

n=0

nastepujace przypadki:

11



(I) Jedli (y,) nie jest elementem najmniejszym U wzgledem <, to istnieje (z,) €
UN (4 (yn)), a wiee (yn) € ((2a), =) S U.

(IT) Jezeli (y,) jest elementem najmniejszym U wzgledem <, to dla kazdego n > k

punkt y, jest elementem najmniejszym wzgledem <,, zbioru otwartego

(foo--wo fer) (@™, =),

a wigc istnieje ni¢ (z,,) taka, ze 7, = x* oraz z,41 = max f, ' (z,) jest bezposred-

nim poprzednikiem y, ;1 dla wszystkich n > k. Wéwcezas (y,) € ((x,), =) C U.

Postepujac analogicznie ze zbiorami podbazowymi postaci (=, 2*)] N X, stwier-
dzamy, ze topologia dziedziczona z produktu zawiera si¢ w topologii liniowego porzadku

<0, €O konczy dowdd. ]

Zbiér Cantora mozna przedstawi¢ jako granice odwrotna ciagu przestrzeni dyskret-
nych skoniczonych. Mianowicie, niech X, = 2" oraz f,: 2" — 2" ! bedzie okreélone
wzorem fy,(i1,...,in) = (i1,...,9,_1). Niech H: 2N — X_ bedzie bijekcja okreslona
wzorem

H((il, iQ, .. )) - (il, e ,in)neN.

Dla kazdego ciagu (i1, ...,i) € 2¥ mamy

H{f €2V (iy,...,ip) C fH = Xoo N7 (i1, - k),

gdzie 7, to rzutowanie HneN X,, na Xj. Zatem H przeksztatca zbioru bazowe 2" na
zbiory bazowe X, i odwrotnie, a wiec H jest homeomorfizmem.
Ponizej przedstawiamy opis granicy odwrotnej przestrzeni, ktore sg sumami zbioru

skoniczonego oraz skonczonej liczby przedziatéw domknietych.

Lemat 1.5. Niech A, bedzie przestrzeniq dyskretng skornczong, I, skonczong rodzing
ztozong z roztgeznych tukow, za$ X, bedzie sumq prostg A, oraz tukow z rodziny Z,.

Niech funkcje f,: X, — X,_1 bedqg takie, Ze zachodzq nastepujgce warunksi.

(A) Dla kazdego x € A, mamy fn(x) € A,y lub f,(x) jest koricem pewnego tuku
Jel, .

(B) Dla kazdego I € T,,, albo f,[I] C {y}, gdzie y € A1 luby jest koricem pewnego

tuku J € Z,,_4, albo f,|1 jest homeomorfizmem na pewien tuk J € IT,,_;.
(C) Dla kazdego tuku J € Z,,_; istnieje dokladnie jeden tuk I € T, taki, ze f,[I] = J.

Wowczas granica X, ciggu odwrotnego okreslonego wzorem jest homeomorficzna

z podzbiorem prostej R.
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Dowod. Mozemy bez straty ogélnosci zatozy¢, ze f, sa suriektywne oraz przyjaé Xg =
{0}. Na kazdym zbiorze X,, indukcyjnie okreslimy porzadek liniowy <,, w nastepujacy
sposob. Ustalmy n € N i zalézmy, ze zdefiniowalismy porzadek <,,_;. Dla y € X,

wprowadzimy porzadek liniowy <, na zbiorze f, !(y), rozwazajac przypadKki.

(I) Jesli y € A,—1, to f,*(y) porzadkujemy relacja <, tak, zeby topologia dziedzi-

czona z X, byta identyczna z topologia liniowego porzadku.

(IT) Jesli y jest punktem wewnetrznym tuku J € Z,,_q, to f, *(y) jest jednopunktowy,

a wiec nie ma co robic.

(III) Jedli y jest lewym konicem tuku J € Z,_4, to relacje <, dobieramy tak, zeby
topologia dziedziczona z X, byla identyczna z topologia liniowego porzadku,
a jedyny punkt z* € f(y) NI byl elementem najwiekszym, gdzie I € Z, oraz
fulll = J.

(IV) Jezeli y jest prawym koricem tuku J € Z, i, to postepujemy analogicznie jak

w przypadku (IIT) z ta réznica, ze x* bedzie elementem najmniejszym w f,, 1 (y).

Dla punktéw z,2’ € X, kladziemy = <, 2/, gdy f.(z) <,—1 fa(2) albo z <, 2’
dla pewnego y € X,,_; takiego, ze f.(z) = f.(z') = y; to konczy definicje liniowego
porzadku <,,.

Dla kazdego n € N topologia liniowego porzadku w X,, jest identyczna z wyjsciowa,
za$ funkcja f, jest niemalejgca. Granica odwrotna X, jest uporzadkowana liniowo
przez relacje <., zdefiniowana przez warunek . Na podstawie lematu topologia
liniowego porzadku w X, jest identyczna z topologia dziedziczong z produktu [ ], - X
Stad X jest metryczng osrodkows przestrzenia liniowo uporzadkowana, wiec zanurza
sic w R (z zachowaniem porzadku), patrz [12, Zadanie B.(c), s. 449] lub poréwnayj
https://math.stackexchange.com/q/4913496 [

Wnhniosek 1.6. Zalozimy, ze przy takich samych zalozZeniach jak w lemacie zadana
jest dodatkowo funkcja ¢ okreslona na zbiorze nietrywialnych skiadowych przestrzeni
Xoo taka, ze p(I) jest jednym z koricow tuku I. Wowcezas homeomorfizm h: Xy — X C
R mozna dobrac tak, zeby h(p(I)) bylo lewym koricem przedziatu h[I].

Dowéd. Mozemy bez straty ogélnosci zatozy¢, ze I, C T,41 oraz suma (J, .y Z, jest
rodzing wszystkich nietrywialnych sktadowych X.. a jesli f,|; jest homeomorfizmem,
to ten homeomorfizm jest identycznos$cia. W dowodzie lematu przy dobieraniu
porzadkéw liniowych <, mozna to zrobi¢ tak, zeby min. I = ¢(I) dla wszystkich
I eZ,. [

Twierdzenie 1.7 ([0, Theorem 7]). Niech X bedzie przestrzeniqg metryczng zwartq,

ktora spetnia warunek (x). Wowczas X jest homeomorficzna z podzbiorem R.
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Dowdd. Niech Z,, oznacza rodzine sktadowych o $rednicach > % Rodziny Z,, sa skon-
czone na mocy lematu Indukcyjnie zdefiniujemy rodziny skonczone A, zbioréw

domknietych takie, ze
(1) diam A < L dla A € A,;
(2) UA,UUZ, = X;

(3) elementy A, sa parami rozlaczne, za$ jesli A € A, ma punkt wspdlny z I € Z,,,
to jest to doktadnie jeden punkt wspdélny, ktory jest koncem [ oraz punktem

skupienia zbioru X \ I;
(4) rodziny A, oraz T, \ Z, sa wpisane w A,,.

Zatozmy, ze zdefiniowana zostala rodzina A, o zadanych wtasnosciach, przy czym
Ao = {X} oraz Zy = (. Ustalmy A € A, i rozwazmy zbiory

B:=A\ U int [ oraz C := BQUIRH.

1€y

Kazda sktadowa zbioru B jest sktadowa A o $rednicy < n+r1 roztaczng z C' lub sktadowsa
trywialng zawierajaca punkt zbioru C, ktéry jest koncem pewnego tuku I € 7,4

i punktem skupienia zbioru A \ I. Na podstawie faktu dla kazdej sktadowej S

zbioru B istnieje zbior domknieto-otwarty Wy C B o $rednicy < n+r1 taki, ze
SCWsC(B\C)US.

Wobec zwartosci zbioru B z pokrycia zbiorami Wg mozna wybraé¢ podpokrycie skon-

czone W = {Wy, ..., W, } zlozone ze zbioréw domknieto-otwartych w B. Definiujac

Vi=wi\ W,

i<t

otrzymujemy wpisane w W pokrycie V = {Vi,...,V,} roztacznymi zbiorami domknie-
tymi, przy czym w kazdym V; lezy co najwyzej jeden punkt zbioru C'. W ten sposob
kazdemu zbiorowi A € A,, przypisujemy rodzine V = V,.

Jedli zbior A € A, jest roztaczny z | JZ,, to A jest domknigto-otwarty w X, a skta-
dowe A to doktadnie sktadowe X zawarte w A. Jesli zbiér A € A,, ma doktadnie jeden
punkt wspélny x z pewnym I € Z,,, to {x} jest skltadowa A, a pozostale sktadowe A
to doktadnie sktadowe X zawarte w A. Kladac

Ansr = | Va,

AcA,
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dostajemy rodzing spetniajaca zadane warunki.

Dla kazdego n € N definiujemy relacje rownowaznosci ~,, w X wzorem
T~y y = (z=ylub Jaecq,{z,y} C A).

Niech X, bedzie przestrzenia ilorazowa wzgledem relacji ~,,, a ¢,: X — X, naturalnym
odwzorowaniem ilorazowym, patrz [12) s. 123]. Kazda klasa abstrakeji relacji ~,, (tzn.
element X,,) jest réwna pewnemu zbiorowi A € A,, badZ zbiorowi {z}, gdzie x € int [
dla pewnego I € Z,,. Dla kazdego n € N niech f,: X,, — X,,_1 bedzie funkcjg taka,
ze wartoscia f, na zbiorze A € X, jest zbior A* € X, taki, ze A C A*. Stad
frnoqn = qn_1, a wiec funkcje f, sa ciggle.

Pokazemy, ze przestrzen X jest homeomorficzna z granicg odwrotna X, ciagu

---—>an—>Xn_1—>---—>X17>X0.
1

n

Okredlamy funkcje h: X — X C [[,en Xn wzorem h(z) := (gn(2))nen. Dla dowodu
réznowartodciowosci funkeji h ustalmy galaz b = (Q)nen € Xoo. Jesli dla kazdego
n € N jest Q, € A,, to ze wzgledu na warunek zbiér h=1(b) = [,y @n Jjest
jednoelementowy. Jesli istnieje n € N takie, ze zbiér @), jest postaci {x}, gdzie z € int [
dla pewnego I € Z,,, to h='(b) = {z}.

Poniewaz dla kazdego n € N oraz zbioru A C X,, zachodzi
hH X N A = g, (A,

przeciwobrazy zbiorow podbazowych w X, sa otwarte w X, a wiec h jest funkcja
ciagta.

Kazda z przestrzeni X,, jest homeomorficzna ze skoniczong sumg prosta odcinkow
domknietych i zbioréw jednopunktowych. Przestrzen X, jest wiec przestrzenia Haus-
dorffa jako podprzestrzen produktu [, . X (patrz [12, Twierdzenie 7, s. 109]). Stad
h jako funkcja ciggta i réznowartosciowa z przestrzeni zwartej jest homeomorfizmem
(patrz [12, Twierdzenie 10, s. 167]).

Rozwazany system odwrotny spetnia zalozenia lematu [1.5] a wiec przestrzen X

(a co za tym idzie réwniez X) jest homeomorficzna z podzbiorem prostej R. ]

Whiosek 1.8. Przy zalozeniach twierdzenia homeomorfizm h miedzy X oraz pod-
zbiorem prostej R mozna dobrac tak, zeby zadany z gory koniec kazdego tuku maksy-

malnego I przestrzeni X przechodzil w lewy koniec przedziatu h[I].

Dowadd. Bezposrednio z wniosku [1.6] ]
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1.1 Cantorvale

Cantorvale to specyficzne zwarte podzbiory R. Zostaly one wprowadzone w artykule
[30], gdzie autorzy rozwazali sumy algebraiczne dwoch zbioréw Cantora na prostej.
Dla pewnej klasy zbioréw Cantora (tzw. jednorodnych zbior6w Cantora) znana jest
charakteryzacja sumy: taka suma algebraiczna jest przedzialem, zbiorem Cantora, M-
Cantorvalem, L-Cantorvalem badZ R-Cantorvalem, patrz [30, Theorem A].

Lukg (ang. gap) zbioru zwartego C' C R (lub C-lukg) nazywamy kazda sktadowa
dopetnienia zbioru C'. Z kolei sktadowe nietrywialne zbioru zwartego C' C R nazywamy
C-przedziatami. Wypowiadajac réwnowaznie definicje z artykutu [30], L-Cantorvalem
(odpowiednio R-Cantorvalem) nazywamy niepusty zbiér zwarty C' C R taki, ze kazdy
prawy (lewy) koniecﬂ C-luki jest jednoczesnie koncem C-przedziatu, zas kazdy lewy
(prawy) koniec C-luki lezy w sktadowej trywialnej zbioru C. Poniewaz malejacy ho-
meomorfizm prostej rzeczywistej przenosi L-Cantorval na R-Cantorval i odwrotnie,
skupiamy uwage na L-Cantorvalach.

W przestrzeniach X, w ktérych prawdziwa jest wtasnosé (x), koniec x sktadowej nie-
trywialnej I C X nazywamy wolnym, gdy = € inty I. Zauwazmy, ze w L-Cantorvalu
prawy koniec kazdego przedziatu maksymalnego nie moze by¢ jednoczesnie koncem
luki tzn. nie jest on wolny. Z drugiej strony lewy koniec przedzialu maksymalnego
L-Cantorvala moze, ale nie musi by¢ wolny. L-Cantorval nazywamy specjalnym, gdy
wszystkie jego przedzialy maksymalne maja doktadnie jeden (lewy) koniec wolny. Przy-

ktadem specjalnego L-Cantorvala jest zbior

n

i=1 new se{0,1}n =1

czyli zbioér powstaty przez dodanie do tréjkowego zbioru Cantora przedziatéw wypet-
niajacych kazda luke w (prawej) potowie. Poniewaz wlasno$é bycia koncem wolnym jest
niezmiennikiem homeomorfizméw, wiec nie wszystkie L-Cantorvale sg homeomorficz-
ne. Istotnie, zbiér C'U (%, %) jest L-Cantorvalem, natomiast jego przedziat maksymalny
(3, 2] nie ma koricéw wolnych. Ponizszy dobrze znany fakt postuzy jako lemat w dowo-

dzie charakteryzacji L-Cantorvali.

Fakt 1.9. Dany jest cigg (x,) o wartosciach w przestrzeni metrycznej (X, d). Jesli
d(Tpt1,2n) < ayn dla wszystkich n € N, przy czym szereg liczbowy . ay jest zbieiny,

to cigg (x,) spetnia warunek Cauchy’ego.

Dowdd. Do ustalonego £ > 0, dobierajac N € N tak, zeby Y, v ar < ¢, dla kazdego

'Dotyczy to tylko koncéw, ktore leza w R.
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n > N mamy

d(xp,zy) < d(Tp,Tpq) + -+ d(@ns1,28) < Apo1 + - +ay < ap <e. O

00
k=N

Zbiér zwarty X C R nazywamy zorientowanym lewostronnie (ang. left-oriented),
gdy kazdy X-przedziat z doktadnie jednym wolnym koncem ma lewy koniec wolny.
Méwimy, ze funkcja f: X — R (gdzie X C R jest zwarty) redukuje X-luke (a,b), gdy
istnieje € € (0,b — a) oraz zbiér domknieto-otwarty V' C X N (b, b + ¢) taki, ze min V'

lezy w X-przedziale oraz

r—e, dlaxzeV,

fz) =
x, dlaz e X\ V.

Twierdzenie 1.10. ([0, Theorem 9]) Niech X bedzie niepustq przestrzenig metryczng
zwartq, ktora spelnia warunek (x) oraz kazdy niepusty zbidr domknieto-otwarty zawiera
nietrywialng sktadowq z dokladnie jednym koncem wolnym. Wowczas X jest home-

omorficzna z L-Cantorvalem.

Dowdd. Wedtug twierdzenia oraz wniosku 1.8 mozemy zatozy¢, ze X jest zorien-
towanym lewostronnie podzbiorem R. Wéwczas kazdy prawy koniec X-przedziatu nie
jest wolny, a wiec kazdy lewy koniec X-luki lezy w sktadowej trywialnej. Rozwazmy
przeliczalny zbior B wszystkich prawych koncow X-luk, ktére leza w sktadowych try-
wialnych zbioru X. Wezmy ciag (by, by, b, ...), w ktérym kazdy element B wystepuje
nieskoriczenie wiele razy (jesli B = (), to X juz jest L-Cantorvalem). Zdefiniujemy
indukcyjnie ciag (X,) zwartych podzbioréw R (gdzie X; = X) oraz cigg homeomorfi-
zméw f, 0 X, — X411 takich, ze dla wszystkich n € N zachodza nastepujace warunki.

(1) Funkcja f, redukuje X,,-luke o prawym konicu (fio---0o f,_1)(bn).
(2) |fulz) —2z| <2 dlaz € X,.
(3) [fa(@) = fuly)l 2 272 "z —y| dla 2,y € X,

Ustalmy n € N i zatézmy, ze zdefiniowane sg funkcje f1,..., f,—1 speliajace warunki
7, zatozenia indukcyjnego wynika, ze X,, jest lewostronnie zorientowany, zas
b= (fio---ofn_1)(b,) jest prawym koncem X,-luki i lezy w sktadowej trywialnej zbioru
X,. Wobec zatozenia o zbiorze X w przedziale (b,b + %5) istnieje zbiér domknieto-

otwarty V' C X taki, ze min V' lezy w X,,-przedziale, gdzie ktadziemy
e:=min{(b—a)(1—-2"%"),27"}.
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Woéwezas funkcja f,, okreslona wzorem

r—e, dlazxzelV,
x, dlaze X\V,

fn(x> =

spetia zadane warunki.

Zauwazmy, ze dodatkowo zachodza warunki:
o Jedli J C X, jest przedzialem o dtugosci > 27", to f,|; = id,.

o Jedli (u,v) jest luka w X,,, ktéra nie jest redukowana przez f,, przy czym v —u >
27" to fu(r) = v dla wszystkich x € X,, N [v, +00).

Definiujac g, := fn, 0+ 0o f1 (oraz go = idx), na podstawie warunku dostajemy
|gn () — gn—1(z)] < 27" dla wszelkich x € X oraz n € N. Poniewaz szereg >~ | 27" jest
zbiezny, ciag funkcyjny (g, ) jest zbiezny jednostajnie do pewnej funkcji ciagtej h: X —
X (Wwobec zupelnosci przestrzeni funkeji ciagtych z norma supremum oraz faktu .
Na mocy Warunkudla wszelkich z,y € X mamy [g,(z)—g,(v)| = [[,—; 227"z —yl.

Liczac granice przy n — oo otrzymujemy
_ o] —k 1
[h(z) = hy)| = 27 == o =yl = |z — g,

co dowodzi réznowartosciowosci funkcji h. Zatem wobec zwartosci zbioru X funk-
cja h jest homeomorfizmem. Definiujemy ponadto h,: X,, — X, wzorem h, :=
hmk—>00(fn+k ©--+0 fn)

Pokazemy, ze X, jest L-Cantorvalem. Zbiér X, jest zorientowany lewostronnie,
gdyz dla kazdego przedziatu J C X mamy g,|; = gns1|J dla prawie wszystkich n € N.
Niech (p,q) bedzie luka w zbiorze X.,. Wowczas {p} jest sktadowa X (o ile p >
—00), gdyz X jest zorientowany lewostronnie i nie ma sktadowych z dwoma wolnymi
konicami. Aby pokazaé, ze ¢ jest konicem przedziatu (o ile ¢ < +00) rozwazmy zbiory
A = (—o00,p|N X, oraz B = [q,+00) N X . Oznaczmy A, = h,'[A], B, = h,}[B] oraz
d=qg—p>0.

Zauwazmy, ze inf,cy d(A,, B,) > 0. Istotnie, w przeciwnym razie bierzemy n € N
takie, Zeby jednoczesnie d(A,, B,) < 36 oraz ||h, —idx, || < 30, a wéwczas istniejg
a € A, oraz b € B, takie, ze

5 = d(A, B) < [hu(a) — ha(b)] <

1 1 1
|hn(a) _a| + |(I—b| + |b_hn(b)| < _5+_6+ =0 = 67
3 3 3
co jest niemozliwe.
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Wezmy N € N takie, ze 27V < inf,end(A,, B,). Przypu$émy, ze min B, lezy
w skladowej trywialnej X,, dla wszystkich n > N. Oznaczmy przez (u,v) luke w zbiorze
Xy o prawym koricu min By. Gdyby funkcja fy redukowala luke (u,v), to min Byiq
lezatoby w Xy 1-przedziale (wobec warunku lewy koniec odpowiedniego przedziatu
jest w zbiorze By). Zatem fy redukuje inng luke, co wobec v—u > 27 pociaga réownosé
v = fy(v) = min By ;. Kontynuujac indukeyjnie to rozumowanie stwierdzamy, ze dla
wszystkich n > N jest v = f,(v) = min B,,;; oraz funkcja f, redukuje X,-luke inna
niz ta o prawym koncu v. Jest to sprzeczne z warunkiem, ze w ciagu (by, b, ...) kazdy
prawy koniec luki (w sktadowej trywialnej) pojawia sie nieskonczenie wiele razy.

Zatem istnieje n > N takie, ze s = min B,, lezy w X,,-przedziale. Wobec warunku
27" < d(A,, By,) luka w zbiorze X,, o prawym koricu s ma dtugosé co najmniej 27",
Wobec warunku indukcyjnie stwierdzamy, ze s = fi(s) = min By, dla wszystkich
k > n, co pociaga h,(s) = s. Dla kazdego b € B mamy s < h_'(b), wigc h,(s) =

min B = ¢q. Poniewaz h,, jest homeomorfizmem, wiec g lezy w X -przedziale. O

Wedtug [4] niepusty zbiér zwarty C' C R nazywamy M-Cantorvalem, gdy jest on
regularnie domkniety oraz korice C-przedzialéw sa punktami skupienia sktadowych
trywialnych. Zauwazmy, ze jesli niepusty zbiér C' C R jest regularnie domkniety oraz
oba konce dowolnego C-przedzialu nie sa wolne, to C' jest M-Cantorvalem. Istotnie,
zbiér C'\ intg C' jest zwarty i w sobie gesty, a wiec ma moc continuum, zas zbidr
koncéw C-luk jest przeliczalny. Jak udowodniono w wielu miejscach, patrz np. [4] lub
[33], dowolne dwa M-Cantorvale sa homeomorficzne. Przedstawimy dowdd tego faktu
korzystajacy z wlasnosci przeliczalnych przestrzeni liniowo uporzadkowanych.

Przyjmujac notacje z [43], dla kazdego zbioru zwartego X C R niech Ay oznacza
rodzine wszystkich X-luk, zas Bx rodzing wszystkich X-przedziatéw. Rodzina Ay UBx
jest w naturalny sposob liniowo uporzadkowana zgodnie z porzadkiem < dziedziczonym
z R. Zauwazmy, ze zbior | J(Ax U Bx) jest gesty w R. Istotnie, jesli {z} jest sktadowa
trywialna, to « € cl|JAx. Dodatkowo za A% przyjmujemy rodzine wszystkich X-luk

ograniczonych.

Lemat 1.11. Niech X oraz'Y bedg zwartymi podzbiorami R. Wowczas istnieje rosng-
cy homeomorfizm f: R — R przenoszqgcy X na Y wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
izomorfizm porzgdkowy F: Ax UBx — Ay U By przenoszqcy Ax na Ay .

Dowadd. Jesli f: R — R jest rosngcym homeomorfizmem, ktory przenosi X na Y, to
funkcja o wzorze F'(I) := f[I] jest szukanym izomorfizmenm.

Na odwrét, niech F': AxUBx — AyUBy bedzie izomorfizmem porzadkowym, ktéry
przenosi Ax na Ay. Dla kazdego I € Ax U Bx znajdujemy rosnaca funkcje afiniczna
fr: I — F(I). Okreslamy funkcje f na zbiorze | J(Ax UBx) wzorem f(z) = fi(x), gdzie
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x € I. Funkcja f jako bijekcja miedzy gestymi podzbiorami R jednoznacznie rozszerza

sie do szukanego homeomorfizmu calej proste;j. O]

Lemat 1.12. Dane sq¢ dwa niepuste przeliczalne zbiory P i Q) liniowo uporzgdkowane
w sposdb gesty i bez koricow. Ponadto dane sq podzialy P = ApUBp oraz (Q = AgUBg
dla pewnych gestych w P zbioréw Ap i Bp oraz pewnych gestych w ) zbioréw Agq i By.
Wowczas istnieje izomorfizm porzadkowy ¢: P — Q taki, Ze p[Ap] = Ag.

Dowdd. Niech (ay), (by), (¢n), (d,) beda ciagami réznowartosciowymi wszystkich ele-
mentéw odpowiednio zbioréw Ap, Bp, Ag, Bg.

Zdefiniujemy indukcyjnie dla kazdego n € N funkcje f,, Scisle rosnaca tak, zeby fo C
oo € foooraz {ay,...,a,} U{by,...,b,} Cdomf, C P{ci,...,ch,} U{dy,...,d,} C
dom f;! C Q. Dla n = 0 przyjmujemy fo = 0.

Ustalmy n € N i zal6zmy, ze zdefiniowana zostata funkcja f,,_1 o zadanych wtasno-
Sciach. O ile wartos$¢ funkcji f,,_; na argumencie a,, nie jest zdefiniowana, przyjmujemy
fulan) := cx, gdzie k € N jest tak dobrane, zeby f, byta rosnaca. O ile wartosé funkcji
fn_1 na argumencie b, nie jest zdefiniowana, przyjmujemy f,(b,) := dy, gdzie k € N
jest tak dobrane, zeby f, byta rosnaca. Nastepnie, o ile ¢, nie jest warto$cia funkcji
fa—1 (potencjalnie rozszerzonej o argumenty a,, b,), definiujemy f,(ax) := ¢,, gdzie
k jest tak dobrane, zeby f,, byta rosnaca. Podobnie, o ile d,, nie jest wartoscig funkcji
fn_1, definiujemy f,, (bx) := d,, gdzie k jest tak dobrane, ze f, byla rosnaca.

Przyjmujac ¢ := {J, ey fn, otrzymujemy rosnaca bijekcje o wlasnosci ¢[Ap] = Ag.

[

W skrypcie [31], str. 162] omawiane jest pojecie zbioréw jednakowo potozonych.
Mianowicie, jesli A i B sg podzbiorami przestrzeni topologicznej X i istnieje autoho-
meomorfizm X przeprowadzajacy A na B, to mowimy, ze zbiory A i B sa jednakowo

potozone w X.

Whiosek 1.13 ([6, Corollary 12]). Dowolne dwa M-Cantorvale sq jednakowo polozone
w R.

Dowdéd. Niech C oraz C" beda M-Cantorvalami. Poniewaz suma C-przedzialow jest ge-
sta w C, wiec miedzy dwoma C-lukami jest C-przedzial. Poniewaz C-luka i C-przedziat
nie maja wspolnego konca, wiec miedzy C-luka i C-przedziatem jest C-luka. Ponadto
miedzy dwoma C-przedziatami jest C-luka. Wobec powyzszego rodziny Aex oraz Be
sg geste w przestrzeni liniowo uporzadkowanej Aq U Be. Analogiczne wlasnosci przy-
stuguja M-Cantorvalowi C". Przestrzenie A}, U B¢ oraz Af, U Ber spelniaja zatozenia
lematu [1.12] wiec istnieje izomorfizm porzadkowy F*: A% U Be — Ag, U Ber przeno-
szacy Ag na AY,. Izomorfizm F* rozszerzamy do izomorfizmu F': AcUBc — Ao UBer
przenoszacego Ac na Aer, a nastepnie stosujemy lemat . O]
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Whniosek 1.14. Jesli C' jest przestrzenig metryczng zwartq o witasnosci (x), suma
sktadowych nietrywialnych jest gesta w C' oraz wszystkie konce tych sktadowych nie sq
wolne, to C jest homeomorficzna z M-Cantorvalem. W szczegolnoSci taka przestrzen

jest wyznaczona jednoznacznie z doktadnoscig do homeomorfizmu.

Dowod. Wobec twierdzenia mozemy zatozy¢, ze C' jest podzbiorem prostej, a wiec
teza wynika z wniosku [

Whniosek 1.15. Dowolne dwa specjalne L-Cantorvale sqg jednakowo potozone w R.

Dowdéd. Niech C oraz C' beda specjalnymi L-Cantorvalami. Zgodnie z definicja miedzy
dwoma C-lukami jest inna C-luka. Zatem przestrzen A7, jest liniowo uporzadkowana
w sposOb gesty i bez koncow tzn. jest izomorficzna z liczbami wymiernymi. Ponadto
w zbiorze A} U Be kazda C-luka ma C-przedzial jako bezposredni nastepnik, a kaz-
dy C-przedzial ma C-luke jako poprzednik. To znaczy, ze przestrzen Af U Be jest
izomorficzna z {(—o00,1)} U (Q x {0,1}) z porzadkiem leksykograficznym, przy czym
AY, przechodzi przez ten izomorfizm na Q x {0}. Istotnie, gdy ¢: A5 — Q jest izo-
morfizmem, to dla I € A% ktadziemyf] f(1) = (¢(1),0) oraz f(I*) = (¢(I),1), gdzie
I € B¢ jest nastepnikiem przedziatu I. Analogiczng wlasno$é ma przestrzen zwigzana
z L-Cantorvalem C’. Stad istnieje izomorfizm porzadkowy F: Ac U Be — Ao U Be

przenoszacy Ac na A¢r 1 teza wynika z lematu [1.11] ]

Whniosek 1.16. Jesli C' jest przestrzeniqg metryczng zwartg o wlasnosci (%), suma
sktadowych nietrywialnych jest gesta w C' oraz kazda taka sktadowa ma dokladnie jeden
koniec wolny, to C' jest homeomorficzna ze specjalnym L-Cantorvalem. W szczegolno$ci

taka przestrzen jest wyznaczona jednoznacznie z doktadno$cig do homeomorfizmu.

Dowod. W kazdym domknieto-otwartym podzbiorze zawiera si¢ sktadowa nietrywial-
na z dokladnie jednym koncem wolnym, wiec wobec twierdzenia przestrzen C'
jest homeomorficzna z L-Cantorvalem, ktory jest specjalny ze wzgledu na zatozenie.

Jednoznacznos$é wynika z wniosku [I.15] O

1.2 Niehomeomorficzne L-Cantorvale

W tym podrozdziale skorzystamy z twierdzenia Mazurkiewicza—Sierpiniskiego [29], kt6-
re mowi, ze istnieje continuum wiele niehomeomorficznych przestrzeni przeliczalnych,
metrycznych oraz rozproszonych, tj. rozproszonych podprzestrzeni liczb wymiernych.
Czytelny dowdd tego faktu, a takze uogélnien, mozna znalezé w artykule [37, Proposi-
tion 20, Theorem 21].

2Dodatkowo (—o0,1) jest warto$cia na C-przedziale, ktéry nastepuje po C-luce nieograniczonej
z lewej strony.
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Gdy X jest przestrzenia topologiczna, to rozwazamy relacje ~ lezenia w tej samej
sktadowej spéjnosci, tzn. x ~ y, gdy istnieje zbior spéjny S C X taki, ze z,y € S.
Zbior klas abstrakeji relacji ~ oznaczamy X /.. oraz wyposazamy w topologie ilorazowa.
Pomijamy szczegoty dotyczace wlasnosci topologii ilorazowej, gdyz sa one wyczerpu-
jaco opisane w podreczniku [12] s. 122], w szczegdlnosci klasy réwnowaznosci relacji ~
bedziemy oznaczali symbolem [z].

Dowdd ponizszego twierdzenia bedzie polegat na stosownym wypetnianiu luk w tréj-

kowym zbiorze Cantora, a wiec r6zni sie od oryginalnego dowodu zamieszczonego w [6].

Twierdzenie 1.17 ([0, Theorem 17]). Istnieje continuum wiele niehomeomorficznych

L-Cantorvali.

Dowdd. Gdy C' jest trojkowym zbiorem Cantora, to rodzina luk Af jest porzadkowo
izomorficzna z Q. Ustalmy izomorfizm f: Q — Af. Gdy P C Q jest zbiorem brzego-

wym, tzn. P nie zawiera niepustego przedziatu (p,q) N Q, to zbiér

Ce=CculJrmu J fl@ul-10)

peP qeQ\P

gdzie (a,b)* = [L(a+b),b), jest L-Cantorvalem. Istotnie, luki w zbiorze {f(p): p € P}
zostaly wypekione w calosci, za$ luki w zbiorze {f(q): ¢ € Q\ P} zostaly zmniejszone
o potowe przedzialami lewostronnie domknietymi.

Wobec twierdzenia Mazurkiewicza—Sierpiriskiego [29] pozostalo pokazaé, ze jesli
zbior Cp C [—1,1] jest homeomorficzny ze zbiorem Cg C [—1, 1], to zbiory P i @ sa
homeomorficzne, o ile P i () to podzbiory brzegowe wyposazone w topologie dziedzi-
czong 7z przestrzeni liczb wymiernych.

Ustalmy homeomorfizm h: Cp — Cq. Wéwczas funkcja H: Cp/. — Cq/~ okre-
slona wzorem H ([z]) = [h(x)] jest takze homeomorfizmem, co wynika z [12], Twierdze-
nie 2, s. 123]. Gdy X jest zwartym podzbiorem prostej, to niech B% oznacza rodzing
X-przedziatow, ktore nie majag koncéw wolnych. Homeomorfizm h przeprowadza Cp-
przedzialy na Co-przedzialy i zachowuje punkty skupienia, a wiec H[B¢, | = B¢, przy
czym

Be, ={clf(p): p € P}.

W zbiorze Cantora wprowadzamy relacje réwnowaznosci wzorem
rrpy <= (x=ylub z,y sa koricami f(p) dla pewnego p € P).

Definiujemy funkcje g: P — C/~, wzorem g(p) = {a, b}, gdzie f(p) = (a,b). Wowczas
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dla dowolnych liczb z,y € Q zachodzi

glP 0 (z,y)] = glPIN{S € C/xp: f(x) <5 < f(y)},

a zbiory postaci {S € C/~,: I < S < J}, gdzie I oraz J sa lukami zbioru Cantora,
tworza baze przestrzeni C'/~,. Wynika stad, ze zbiér P z topologia dziedziczona z Q
jest homeomorficzny ¢g[P] C C/~,. Z kolei istnieje homeomorfizm przestrzeni C'/~,
na przestrzen Cp/., przy czym obrazem g[P] przez ten homeomorfizm jest doktadnie

Bt Zatem zbiér By, z topologia dziedziczong z Cp /. jest homeomorficzny z P. [
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2 Zbiory podsum

Przyjeto sie, ze dla przeliczalnego zbioru A symbol > _, x, oznacza sume szeregu
> or | Tay, gdzie A = {ay, aq, ...} oraz suma ta nie zalezy od wyboru ciagu (ax). W prze-
strzeni unormowanej méwimy wtedy, ze szereg ), T, jest zbieiny bezwarunkowo.
neA Zn, gdzie B C A jest dowol-

ne (moze by¢ réwniez skonczone). Sume podszeregu (o ile taka istnieje) nazywamy

Podszeregiem szeregu . _ . x, nazywamy szereg »

neB

podsumg.

Fakt 2.1. W przestrzeni Banacha podszereg szeregu zbieznego bezwarunkowo jest zbiez-

ny bezwarunkowo.
Dowdd. Patrz [17, Theorem 3.10]. O

W przestrzeni Banacha, gdy >z, jest szeregiem bezwarunkowo zbieznym, to wo-

bec faktu 2.1] zbiér
A(zy) = {an B C N}

neB
jest poprawnie okreslony. Zbiér A(z,) jest nazywany zbiorem podsum (ang. set of sub-
sums) lub zbiorem osiggalnym (ang. achievement set) ciagu (z,). Rozwazania nad
zbiorami podsum zapoczatkowal Soichi Kakeya w [20] oraz [21], gdzie m.in. anonso-
wal: The set of partial sums of any absolutely converging infinite series, real or complex,

is perfect.

Fakt 2.2. W przestrzent Banacha zbior podsum szerequ zbieinego bezwzglednie jest

zbiorem zwartym.

Dowdd. Jako ciaglty obraz zbioru Cantora przez funkcje f: 2N — A(x,) o wzorze

f((cn)n) = Zzozl CnTp. O

W przestrzeniach skonczenie wymiarowych zbiezno$é bezwzgledna jest réwnowaz-

na bezwarunkowej. Ponadto w przypadku szeregéw rzeczywistych badanie wtasnosci
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zbioréw podsum mozna sprowadzi¢ do szeregdéw o wyrazach nieujemnych. Nastepujacy

fakt po raz pierwszy zauwazyt H. Hornich [18], por. [34, Proposition 17].

Fakt 2.3. Gdy szereg rzeczywisty Y, . Tn jest zbieiny bezwzglednie, to

Azn) = Allzn]) + 5,

gdzie B =3 _qxn <0 jest sumq wszystkich wyrazéw ujemnych.

Dowdd. W publikacji [4] s. 348] argumentowano nastepujaco. Niech o = > x,, oraz

B=7>, 0T Gdy B CN, to ktadziemy

x>0

B, ={neB:z,>0}, B.={neB:z, <0}

oraz B, ={n € N: z, <0} \ B.

Mamy

(1) S = S el Y

neB_ néE By xn<0

Dodajac do (/1)) stronami ZneB+ Zp, dostajemy

Swn= Y w4 D |ral + 8 € Allza]) + 5,

neB neBy nEDBx

bo zbiory B, oraz B, sg roztaczne. Stad dowolna podsuma ) _p x, nalezy do zbioru
A(|z,]) + B.

Odejmujac od réwnodci stronami liczbe B, Tns dostaniemy

S =D an+ D> wn— B E Alr,) - B,

neB nebBy nEBx
a wigc dowolna liczba postaci ) p|z,| + B nalezy do A(z,). O

Zmiana kolejnosci wyrazow szeregu nie wptywa na zbiér podsum, a kazdy ciag
o wyrazach dodatnich zbiezny do zera mozna uporzadkowaé¢ malejaco. Z tych powo-
dow skupiamy uwage na szeregach zbieznych o wyrazach dodatnich uporzadkowanych

malejgco. Ponizszy fakt uznawany jest za folklor.

Fakt 2.4 (First Gap Lemma). Niech ), oy bedzie zbieinym bezwzglednie szeregiem
o wyrazach dodatnich uporzgdkowanych malejgco orazr, =Y, T, dla kaidegon € N.

Jesli r, < xy dla pewnego k € N, to przedzial (r, xy) jest lukg w zbiorze A(xy,).
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Dowdd. Jedli s € A(wy,), to istnieje zbior B C N taki, ze s = ),
{1,...,k}NB # 0 mamy s > xy, za$ w przypadku B C {k+1,k+2,.. .} jest s < 1. O

Tn. W przypadku

Podstawowym narzedziem do rozrozniania topologicznego typu zbioru podsum jest

nastepujacy

Fakt 2.5 (Kakeya). Niech ) %y bedzie zbieinym bezwzglednie szeregiem o wyrazach

dodatnich uporzqdkowanych malejgco orazr, =), =, dla kaidego n € N. Wowczas
(i) A(z,) jest przedziatem wtedy i tylko wtedy, gdy x, < r, dla kazdego n € N;

(ii) A(zx,) jest skoriczong sumg przedzialow wtedy i tylko wtedy, gdy x, < r, dla

prawie wszystkich n € N;
(iii) A(zxy,) jest zbiorem Cantora, jesli x,, > r, dla prawie wszystkich n € N.
Dowdd.

(i) Jesli A(x,) jest przedziatem, to warunek x,, < r, dla kazdego n € N wynika z fak-
tu [2.41 Dla dowodu implikacji przeciwnej zastosujemy tzw. algorytm zachtanny
(ang. greedy algorithm). Dla ustalonego s € [0, () definiujemy $cisle rosnacy ciag

liczb naturalnych (nq,ns,...) wzorem rekurencyjnym

n k
N1 :min{n>nk: 5 < Z:Ui—an]} dla k > 0,
i=1 j=1

przy czym dodatkowo ng = 0. Wowczas s = > _pxp, gdzie B = N\{ny,na,...}.

neB

(ii) Jesli A(x,) jest skonczona suma przedzialéw, to warunek z, < r, dla prawie
wszystkich n € N wynika z faktu 2.4 Na odwrét, wezmy N € N takie, ze 2, < rp,
dla wszystkich n > N. Wobec punktu |(i)| zbiér A(xy.,) jest przedziatem, zas
A(x,) = Fy + A(zngn), gdzie Fy = {30 et (g;) € 2V},

(ili) Zobacz [34, Theorem 4]. O

Implikacja w warunku nie moze zosta¢ odwrdcona, o czym $wiadczy ciag
Top_1 = Top = 4%. Kakeya postawit hipoteze, ze jesli x, > r, dla nieskonczenie wie-
lun € N, to A(z,,) jest zbiorem Cantora. W artykule [44] oraz niezaleznie w [14]
podano przyktady szeregéw, ktérych zbiory podsum sa M-Cantorvalami. Problem cha-
rakteryzacji topologicznej zbioréw podsum na prostej zostat ostatecznie rozstrzygniety
w artykule [16].
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Twierdzenie 2.6 (Guthrie-Nymann, [16]). Zbidr podsum szerequ bezwzglednie zbiez-

nego na prostej rzeczywistej ma jedng z nastepujgcych postaci:
(1) zbior skoriczony;
(2) skoriczona suma przedziatow domknietych,
(3) zbior Cantora;

(4) M-Cantorval. O

2.1 Ciagi multigeometryczne oraz zbiory samopo-
dobne

Geometria zbiorow samopodobnych na prostej rzeczywistej opiera sie na idei, zgod-
nie z ktora zbior samopodobny X jest suma skoniczonej liczby przesunieé jego afinicznej
kopii ¢X, gdzie ¢ € (0,1), tj.

X ={s1,...,8.} +qX.

Zbiory podsum ciagéw multigeometrycznych, a takze ich niektore uogélnienia w natu-
ralny sposéb sa samopodobne, np. zbiory rozwazane w publikacji [1].

Ciagi multigeometryczne to ciagi postaci

(p17 cee 7pn7q) = (pl% s 7an7plq27 cee 7pnq27 s ')7

gdzie pq,...,p, to liczby rzeczywiste, zas ¢ € (0,1). Dowolny ciag multigeometryczny
daje szereg sumowalny, ktérego zbiér podsum A(py, . . ., pn; q) jest zbiorem samopodob-
nym, bo

Aprs-- i @) = X+ qAlpy, - - Pas ),

gdzie Y= {Z:'L:l EipPi - (El) € 2”}
Zbiory samopodobne omawiane w artykule [I] mozna zapisaé jako

E(Y,q) = {Zaiqi: (0;) € ZN} ,

gdzie 3 C R jest zbiorem skonczonym oraz ¢ € (0,1). Zbiory E(3, q) sa samopodobne,
gdyz
E(X,q) = ¢X+qE(Z, q),

co wynika z réwnosci Y o0, 0:¢" = qo1 +q D 50, Tit14"
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W przypadku gdy ¢ = % oraz ¥ = {0,1,...,k — 1}, to E(X,q) = [0, 1], przy czym
szeregi Y oo 0:q" reprezentuja zapisy liczb w systemie cyfrowym o podstawie k. Z kolei
gdy ¢ = % oraz 3 = {0,2}, to E(X, q) przedstawia trojkowy zbiér Cantora.

Zbiory podsum ciggéw multigeometrycznych sa szczegdlnym przypadkiem zbiorow
E(,q), gdyz

Alpr, - pniq) = E({XL et (e0) €27} ,q).

Gdy ¥ = {0, 1,3}, to zbiér E = E(%, %) nie jest zbiorem podsum jakiegokolwiek
szeregu. Rzeczywiscie, zbior E({0, 1,3}, %) nie ma $rodka symetrii, bo w przeciwnym
przypadku zbiér F byltby symetryczny wzgledem punktu %, gdyz max B = % To jest
niemozliwe, bo 2 € E (gdy 01 = 02 =1, 03 = 3 oraz oy, = 0 dla k > 3), za$ 1L ¢ E
(gdyz E N (%, 1) =0).

W [1] omawiane sa wyniki cze$ciowe dotyczace charakteryzacji topologicznej zbio-

réw E(X, q). Przyjmujac oznaczenia,

A(A) ;== max{|a —b|: a,b € A, (a,b) N A =0},
A(A)

A(A) + diam A’

i(A) :=inf{I(B): BC A,|B| > 2},

I(A) =

udowodniono tam m.in. nastepujace fakty.
Twierdzenie 2.7 ([1]).

(a) E(X,q) jest zbiorem Cantora, jesli q < .

(b) E(X,q) jest przedziatem wtedy i tylko wtedy, gdy q > 1(X).
(¢) E(X,q) zawiera przedzial, jesli ¢ = i(X). O

Dla ¢ = ﬁ Z. Nitecki [34, Proposition 12] (por. [33 s. 865]) pokazal, ze je-
i 0 € X C Z oraz elementy X daja wszystkie mozliwe reszty z dzielenia przez
X, to E(X,q) zawiera przedzial. W artykule [22] R. Kenyon rozwazal rzutowania
tzw. jednowymiarowego trojkata Sierpinskiego, co skutkowalo studiowaniem zbioréw

E({0,1,u}, %) Wspélnie z Szymonem Glabem otrzymaliSmy ogdlng charakteryzacje

1
12

skoficzonych zbioréw %, dla ktérych E (z:,
2.21]). Nasze twierdzenie pozwala w niektérych przypadkach rozstrzygaé o postaci to-

) zawiera przedzial (patrz twierdzenie
pologicznej zbiorow podsum. Jest to uogélnienie rezultatéw Kenyona, ktére planujemy
dopiero opublikowa¢. Ponizej omawiam zawarto$é¢ planowanej publikacji w wersji pol-
skojezycznej. Ponizszy lemat wydaje sie by¢ znany; jego dowdd przedstawiamy dla

wygody czytelnika.
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Lemat 2.8. Niech Aq,..., A, C R bedqg zbiorami o skonczonej mierze Lebesque’a.

Wowczas funkcja f: R™ — R okreslona wzorem
i=1

jest ciggla. W szczegdlnosci, dla dowolnych zbiorow A, B C R skoriczonej miary Lebes-

gue’a, funkcja g: RF — [0, 00) okreslona wzorem
k
g(l’l,. .. ,l’k) = A <U($J —|—A) ﬂB)
j=1
jest ciggta.

Dowdd. Jesli zbiory A; sa przedziatami otwartymi, to

A (ﬁ(m +Ai)> = max {0 min (x; + sup A;) — max (z; + inf A; )}

. 1\Z\n 1<Z<n
i=1

a wiec f jest wowczas ciggta.

Teraz pokazemy przez indukcje pom =0,1,...,n, ze jesli Ay,..., A,, sa zbiorami
otwartymi, za$ A,,11,..., A, sa przedziatami otwartymi, to f jest ciagta. Ustalmy m
i zatézmy, ze teza zachodzi dla m — 1. Woéwcezas A, = ;- I;* dla pewnych parami

roztacznych przedzialéw otwartych I} oraz

A (ﬂ (2 + Ai) ) Z)\ (ﬂ (@i + A) N (zm + I N ) (xi+Ai)> .
i=1 i=1 i=m+1
Zatem f jest suma szeregu funkcyjnego funkcji, ktére sa ciggle z zatozenia indukcyjne-
go, przy czym zbieznos¢ jest jednostajna na mocy kryterium Weierstrassa, gdyz szereg
Y re i A} jest zbiezny. To konczy dowdd indukeyjny. Jako wniosek dostajemy, ze f
jest ciagta, gdy Ai, ..., A, sa zbiorami otwartymi.

Dla dowodu w przypadku ogdélnym, ustalmy zbiory mierzalne Ay, ..., A, C R o mie-
rze skoniczonej, punkt 2° = (29,...,29) € R" oraz ¢ > 0. Wezmy zbiory otwarte

U; D A; takie, ze A(U; \ A;) < ==. Dla wszystkich (z1,...,2,) € R" mamy
ﬂxmLU mxz—i—A U(xi—i-Ui\Ai),
i=1 i=1

i=1

a wiec

OJI(‘O

A(ﬁ(mz—i—U) (ﬁxz—i-/l) i/\(U\A)
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Dla wszystkich z € R™ dostatecznie blisko 2° zachodzi

|f(2%) = f(z)] <

A (ﬁ(:{:? -+ Al)> - A (ﬁ(m? + Ul)> +

i=1 i=1

i=1 i=1

+

€ € ¢
<gtgzgt+g=¢

* 3 3 3

co konczy dowdd cigglosci funkcji f. Dla dowolnych zbioréw A, B C R skonczonej

miary Lebesgue’a, zgodnie z zasadg wlaczen i wytaczen

g(z1, ..., x,) = A (U(xj—i—A)ﬂB) =

J=1

i )it Z A(ﬂszrA)ﬂB),

el

77777

a dla kazdego niepustego podzbioru I C {1,..., k} funkcja

(z1,...,25) = A (ﬂ(xiJrA)ﬂB)

el
jest ciagta na podstawie pierwszej czesci dowodu. Zatem g takze jest funkcja ciagta. [

Gdy FE jest zbiorem dodatniej miary Lebesgue’a, to rodzina T jest E-kafelkowaniem
zbioru A C R, oile A C |J7 oraz T sklada sie z miarowo roztacznych przesunie¢ zbioru

E. Innymi stowy, istnieje B C R takie, ze
AC UToraZ T={p+FE:pe B}

oraz dowolny przekrdj (8 + E) N (' + E) jest miary Lebesgue’a zero, o ile 8 i 5’ sa
roznymi elementami B. Wprowadzona tutaj definicja E-kafelkowania jest uproszczona
wersja pojecia self-affine tile, o ktérym mowa w artykule [27].

Zbior B z definicji E-kafelkowania bedziemy nazywaé bazq dla kafelkowania T (jest
on wyznaczony jednoznacznie, gdy E jest ograniczony). Méwimy, ze kafelkowanie T
jest okresowe, gdy istnieje t # 0 takie, ze B+t = B. Kazda liczbe t € R, ktéra spelnia

ten warunek nazywamy okresem kafelkowania 7 . Zbiér okreséw kafelkowania 7 tworzy
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podgrupe (R, +). Rzeczywiscie, jesli ¢; i ty sa okresami, to
B+t —ty=B—ty=B+1t,—1t, =8,

tzn. t; —ty jest okresem. Skoro takze 0 jest okresem kafelkowania 7T, to wszystkie okresy
tego kafelkowania tworza podgrupe grupy addytywnej R.
Gdy X C R jest zbiorem skoniczonym oraz g € (0, 1), to dla kazdego n € N definiu-

jemy
Fu(S.q) = {zq (o) € zn} |
=1

W dalszej czesci symbol E zawsze bedzie skrotem na zbior E (X, q), zas F, bedzie
skrétem na F, (%, q).

Fakt 2.9. Jesli zbior E zawiera przedzial, to jest on reqularnie domkniety.

Dowdd. Ustalmy e > 0 oraz y = > .-, 0:q" € E, gdzie (0;) € . Istnieje n € N takie,
ze ¢" diam E < e. Wéwcezas » ., 0,¢" € F,,. Wezmy punkt a € int E. Wowczas

Z 0" +q"a € F, +¢"int E = int(F, + ¢"F) = int £
i=1

oraz

=q" < ¢"diam E < e. O]

Z 0" +q"a—y a— Z Titnd'
i=1 i=1

Lemat 2.10. Jesli |X| - q = 1 oraz A(E) > 0, to |F,| = |2|" oraz zbiory v + ¢"E sq

miarowo roztgczne dla roznych v € F,.

Dowod. Mamy E = F,, + ¢"F i stad

AME) = A ( U (U+q”E)> < Z AMv+¢"E) =

veEF, veFy,

= |FL|¢"MNE) < |XE|"¢"ME) = A(E). ]

Lemat 2.11. Jesli |X| - q = 1 oraz E zawiera przedzial, to dla dowolnych m € N,
v € R oraz ograniczonego przedziatu I C R istnieje skonczone E-kafelkowanie zbioru [

o bazie B zawierajgcej v + ¢ " F,,.

Dowadd. Ustalmy m € N, v € R oraz przedziat ograniczony I C R. Bez straty ogélnosci

zaktadamy, ze v + ¢~ F,, C I. Kladziemy
L := diam(q " F,,) + max{|e|: e € E'}
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oraz [z,y] := [inf I — L,sup I + L]. Wezmy przedzial [a,b] C E i dobierzmy n € N takie,
ze n > m oraz

(b—a)>q"(y— ).

Mamy
q "la,b) Cq¢"E=q"(F,+q"E)=q "F,+ E.

Niech F':=2x —aq ™™ + ¢ "F,_n. Wtedy, skoro ¢7"F, = ¢ "F,_m +q¢ ™ F,, to

[z,y] Cx+[0,(b—a)g "] =
=r—aq " +q"abCr—ag"+q"F,+ E=
= F+q™F,+E.

Poniewaz
v+q¢ "F,CIC [y CF+q¢"F,+E,

wiec istnieje f € F' takie, ze
lv — f| < diam(¢~™F,,) + max{le|: e € E} = L.
Definiujemy
B=F+q¢q"F,+v—f=x—aq¢ "4+v—f+q"F,.
Skoro f € F,tov+q ™F,, C B oraz
ICxyl+v—fCF+q¢™F,+E4+v—f=B+FE.

Ponadto wobec lematu zbiory B+ FE oraz 3’ + E sg miarowo rozlaczne dla réznych
elementéw 3, 5" € B. ]

Lemat 2.12. Niech E zawiera przedzial oraz Ty bedzie E-kafelkowaniem (o bazie By)
przedziatu [z,y], gdzie y — x > diam E. Jesli T jest E-kafelkowaniem (o bazie B)

przedziatu [u, w] D [x,y] rozszerzajgcym To, to zbidr

{Be€B: (B+E)N (u,w) # 0}

jest jednoznacznie wyznaczony przez To. W szczegolnosci E-kafelkowanie prostej R

rozszerzajgce Ty jest jedyne.

Dowdd. Najpierw pokazemy, ze jesli § € B\ By, to albo f+ E < (z,y) albo (z,y) <
B + E. Przypusémy, ze tak nie jest. Skoro y — x > diam E, to istnieje punkt z €
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(x,y) N (B + E). Poniewaz (wobec faktu [2.9)) zbiér E jest regularnie domkniety, z jest
w domknieciu § + int E, a wiec (z,y) N (8 + E) zawiera przedzial. To przeczy temu,
ze (z,y) € By + E oraz zbiér § + F jest miarowo roztaczny z By + F.

Definiujemy

B, ={p€B\By: (B+E)N(u,w) #0oraz 5+ E > (x,y)},

B_={e€B\By: (B+E)N(u,w) #0oraz f+ E < (z,y)}.

Rozwazmy przedzial maksymalny Iy = [po, qo] zbioru By + E taki, ze [z, y] C Iy. Jesli
qo = w, to B jest pusty (a wiec wyznaczony jednoznacznie). Zalézmy, ze ¢ < w.
Pokazemy, ze gy = min B, + min £. Wobec maksymalnosci [, istnieje $cisle malejacy
ciag (a,) zbiezny do qo taki, ze a, ¢ By + E. Gdyby ¢o < min By + min F, to B+ E
nie pokrywalby pewnego a, € (qo, min By + min E). To przeczy temu, ze T pokrywa
[u, w]. Gdyby g9 > min By + min F, to (min By +int £) N [po, qo] zawieratby przedzial,
bo F jest regularnie domknigty. To daje sprzecznos$¢ z tym, ze elementy 7 sa miarowo
roztaczne. Zauwazmy, ze 3y := min B, zalezy tylko od Ty, a wiec najmniejszy element
B, jest wyznaczony jednoznacznie przez 7.

W kolejnym kroku rozwazmy przedzial maksymalny I; = [p1, ¢1] zbioru BoU{f5} +
E taki, ze [z,y] C I. Jedli ¢; > w, to By ma dokladnie jeden element [y. Jesli ¢; < w,
to rozumujac analogicznie jak wezesniej, dostajemy ¢ = min(B; \ {fp}) + min E =
b1+ min E.

Kontynuujemy ten proces indukecyjnie. Indukcja konczy sie, gdy ¢, > w. Nie moze
ona i$¢ w nieskonczono$é, bo wtedy istniatby rosnacy i ograniczony ciag {5, 51, ...} C
B i nieskonczenie wiele przesunie¢ zbioru F byloby zawarte w przedziale ograniczonym,
co jest niemozliwe ze wzgledu na dodatnia miare E.

Zatem By, = {By, 51, ..., P} jest wyznaczony jednoznacznie przez To. Postepujemy

analogicznie z B_. O

Gdy S C R, to przyjmujemy oznaczenie D(S) := {s — s': 5,5 € S} na zbiér
wszystkich roznic. Méwimy, ze d € R jest wspolnym dzielnikiem zbioru S C R, gdy
S C dZ. Jesli zbiér S C R ma wspélny dzielnik (i niezerowy element), to wsréd
wspolnych dzielnikéw S istnieje liczba najwieksza. Istotnie, jesli 0 # s € S oraz d jest

wspolnym dzielnikiem S, to é € %Z \ {0}, wiec wéréd wspdlnych dzielnikéw istnieje d

1
d

Jezeli A jest o-ciatem podzbioréw zbioru X, to pare (X, .A) nazywamy przestrzenig

takie, ze = ma najmniejszy modut.

mierzalng. Gdy (X, A) oraz (Y, B) sa przestrzeniami mierzalnymi oraz p: A — R jest
miarg, za$ funkcja f: X — Y jest mierzalna, to wzér v(B) = u(f~1[B]) okresla miare
v: B — R. Nazywamy ja transportem miary i zwyczajowo oznaczamy symbolem f# .

Gdy f: Q — R jest zmienna losowa na przestrzeni probabilistycznej (2,4, P), to jej
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rozktad f#P: B(R) — [0, 1] oznaczamy tez symbolem Ps. W szczegdlnosci symbol

P = (f, 9)#P

oznacza miar¢ na B(R?) okreslong wzorem P;,(B) = P((f,9)'[B]), gdzie f,g: Q —
R sa zmiennymi losowymi na (€2, A, P).

Nastepujacy fakt jest powszechnie znany oraz bywa omawiany przy okazji wyktadow
z rachunku prawdopodobienstwa dla studentéw, dla przykladu [19, Twierdzenie 3, s.

96]. Dla wygody czytelnika przytaczamy go wraz z dowodem.

Fakt 2.13. Na przestrzeni probabilistycznej (2, A,P) okreslone sq zmienne losowe
f,9: Q — R. Wowczas zmienne losowe [ i g sq niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy
rozktad Py 4 wektora (f,g) jest miarq produktowq Py @ Py.

Dowaod. Zatézmy, ze f i g sa niezalezne. Dla dowolnych zbioréw borelowskich A, B €
B(R) zachodzi

Pg)(Ax B)=P((f.9) '[Ax B]) =P(f '[A]ng~'[B]) =
=P(f'[A]) - P(g7'[B]) = Ps(A) - Py(B),

przy czym przedostatnia réwnosé jest konsekwencjg niezaleznosci. Miara produktowa
P; @ P, jest jedyng miarg o tej wlasnosci, a wigc Py ) = Py @ Py.

Na odwrét, zatézmy, ze Ps ) = Py @ P,. Gdy ustalimy zbiory borelowskie A, B €
B(R), to

P(fH Al N g~ ([B]) = P((f,9)'[A x B]) = P(4)(A x B) =
=Py @ Py(A x B) =Py(A) - Py(B) =P(f[A]) - Py~ [B]),

a wiec funkcje f i g sa niezalezne. O]

Wedtug [23] Definition 2.32], gdy v1,v5: B(R) — [0, 1] sa miarami probabilistycz-
nymi, a fi, fo: £ — R sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach odpowiednio
vy 1 o, to splotem miar vy i vy nazywamy rozklad zmiennej losowej f; + fo, a wiec
miare Py, s, : B(R) — [0, 1]. Poprawno$¢ tej definicji wymaga, zeby niezalezne zmien-
ne losowe f; i fs o zadanych rozktadach vy i vy zawsze istnialy, a rozktad zmiennej
f1+ f2 nie zalezat od ich wyboru. Istnienie wynika z [23, Corollary 2.23]. Dla dowodu

jednoznacznosci wystarczy zauwazy¢, ze wobec faktu [2.13| mamy

Pritsy = Poo(sifo) = CHP (1. 12) = 0 # (P, @ Pp,) = 0# (11 @ 10),
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gdzie ¢ : R? = R dane jest wzorem o(x1,x9) = x1+29. Splot miar 14 oraz vs oznaczamy
symbolem vy * vy.

Ponizszy fakt jest fragmentem twierdzenia nazywanego czasem twierdzeniem Port-
manteau, patrz np. [23, Theorem 13.16], ktére méwi o warunkach réwnowaznych na
stabg zbieznos¢ ciaggu miar. Przytaczamy je w formie wystarczajacej dla naszych po-
trzeb.

Fakt 2.14. Niech p, pi,,: B(X) — [0, 1] bedg miarami probabilistycznymi, gdzie X jest

przestrzenig metryczng. Wowczas nastepujgce warunki sg rownowazne.

(I) Dla kazdej funkcji cigglej i ograniczonej f: X — R zachodzi

lim fdun:/fd,u.
X X

n—o0

(II) Dla kazdego zbioru otwartego U C X zachodzi

lim inf 2, (U) > p(U). O
Gdy p, pin,: B(X) — [0, 1] sa miarami probabilistycznymi, gdzie X jest przestrzenia
metryczna, oraz zachodza warunki zawarte w fakcie [2.14] to méwimy, ze p jest slabg
granicg ciagu (uy,) lub ciag (uy,) jest stabo zbieiny do miary u. W przestrzeniach pol-
skich, staba granica ciagu miar, o ile istnieje, jest wyznaczona jednoznacznie, patrz [23]
Remark 13.13].
Kolejne lematy dotycza teorii miary i sg przygotowaniem do dowodu twierdzenia
2.21| Ponizszy fakt ma charakter szczegdlny; jako pierwszy udowodnit go H. Rubin

w niepublikowanym manuskrypcie.

Fakt 2.15. Niech p bedzie stabg granicg ciggu miar borelowskich i, na przestrzeni me-
trycznej X oraz f, f,: X — Y bedq funkcjami borelowskimi o wartosciach w przestrzeni

metrycznej Y. Jesli zbior

M :={z € X: 3 ext (xn — 2 oraz fu(z,) # f(2))}
ma miare | rowng zero, to f#u jest stabg granicg ciggu miar f,F i, .
Dowdd. Patrz [8, Theorem 5.5] O

Teza faktu zachodzi w szczegolnosci wtedy, gdy cigg funkcyjny f,, jest jedno-
stajnie zbiezny do ciaglej funkcji f (gdyz wtedy zbiér M jest pusty). Gdy p: B(X) —

[0, 0] jest miara na o-ciele zbioréw borelowskich przestrzeni X zwartej Hausdorffa, to

ol f) = /deu
35
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okresla funkcjonat liniowy i ciagly na przestrzeni rzeczywistych funkcji ciagtych okre-
slonych na X. Wedlug twierdzenia Riesza, zobacz |38, 6.19 Theorem], kazdy funkcjonal
liniowy i ciggly na tej przestrzeni jest postaci ¢, dla dokladnie jednej miary regularnej

1. Ponizej przedstawiamy dowdd jednoznacznosci.

Lemat 2.16. Niech X bedzie przestrzeniq zwartqg Hausdorffa, a p oraz v bedg borelow-

skimi miarami regularnymi na X. Jesli

/deu—/xfdv

dla kazdej funkcji ciggtej f: X = R, to u=v.

Dowdéd. Ustalmy zbiér borelowski B € B(X) oraz € > 0. Wobec regularnosci miar p

oraz v istnieja zbiory otwarte Uy, Us oraz domknicte K, K takie, ze
KZ:K1UKQQBQU1HU2:Z (]7

p(Up \ K1) < € oraz v(Uy \ K3) < e. Przestrzen zwarta Hausdorffa jest normalna,
wiec mozemy stosowaé lemat Urysohna, patrz [12 Twierdzenie 8; s. 61], do zbioréw
domknietych K oraz X \ U. Stad istnieje funkcja ciagta f: X — [0, 1] taka, ze f|x =1

oraz f|x\v = 0. Mamy
’u(B)—/deu‘ = /X(ls—fdu'—

/KluB—f)dw (s~ Ndut [

X\U

(1p — f)dﬂ‘ <

U1\K1

g,Uz(Ul\Kl) <€

i podobnie

< €. ]

v(B) _/deu

Niech (X, A, ) oraz (Y,B,v) beda przestrzeniami probabilistycznymi. Mdéwimy,
ze funkcja mierzalna T: X — Y zachowuje miare, gdy v = T#pu. Jesli dodatkowo
warunek T ![B] = B zachodzi jedynie dla zbioréw B miary zero lub jeden, to méwimy,

ze odwzorowanie T jest ergodyczne wzgledem miary v.

Lemat 2.17. Niech X bedzie przestrzeniqg metryczng zwartq, a p oraz v bedg borelow-
skimi miarami probabilistycznymi na X . Jesli istnieje odwzorowanie T': X — X, ktore

jest ergodyczne wzgledem zaréwno p jak i v, to = v.
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Dowadd. Dla dowolnej funkcji ciagtej f: X — R, z twierdzenia ergodycznego Birkhoffa,
zobacz [11], Theorem 2.30],

/deﬂz,}LH;o%;f<Tf<x>>:/dey

dla prawie wszystkich x € X. Poniewaz w przestrzeni metrycznej zwartej kazda mia-
ra skoniczona jest regularna, poréwnaj [10, Proposition 7.2.3|, spelione sa zalozenia
lematu 2.16] O

Lemat 2.18. Niech p oraz v bedg borelowskimi miarami probabilistycznymi na [0,1).
Jesli dla wszystkich k € Z zachodzi

/0 1 exp(2miks)d pu(s) = /0 1 exp(2miks)d v(s),

to u=v.

Dowdd. 7 twierdzenia Stone’a—Weierstrassa [12, Twierdzenie 12, s. 189] wynika, ze
zbiér liniowych kombinacji utworzonych z {e,: n € Z}, gdzie e,(z) = exp(2minx),
jest gesty w przestrzeni zespolonych funkeji ciagltych na X = [0,1]/{0,1} z norma
supremum. Przestrzen [0, 1]/{0, 1} to przestrzen ilorazowa powstata z [0, 1] przez utoz-
samienie punktéw 0 oraz 1. Stad dla dowolnej funkcji ciggtej f: X — C istnieje ciag
funkeji f,, € lin{e,: n € Z} taki, ze (f,) zbiega jednostajnie do f, a wiec

/fd,u:/ lim f,du= lim/fndu:
= lim fndl/:/ lim fndyz/ fduv.

Réwnosé miar p oraz v jest wiee konsekwencja lematu [2.16] O

Niech ¥ C R bedzie zbiorem skoniczonym oraz ¢ € (0,1). Rozwazmy miary bore-

lowskie v,: B(R) — [0, 1] okre$lone wzorem

_BN(@%)] _ 1 n
Vn(B) = T - Eng(U(] )7

a nastepnie okreslmy miary p,: B(R) — [0, 1] jako splot

(2) [y = Uy %k o % Uy,
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Fakt 2.19. Miara p, wyraza sie wzorem jawnym

(3) pin(B) = ‘§|n Z 1p <Zaiqi>>

i)EXN

lub rekurencyjnym
oeX

Ponadto cigg miar (u,) jest stabo zbiezny do pewnej miary jio, ktorej nosnikiem jest

E(%,q).

Dowéd. Rozwazmy przestrzeni probabilistyczng XV z miarg produktows P (ktéra jest
produktem miar probabilistycznych réwnomiernych na ¥). Dla kazdego n € N rozktad

zmiennej losowej g, : LN — R o wzorze

Jn 0'1,0'2,... ZO’Z(]

jest splotem p,, = vy * - - - x ., gdyz zmienne losowe f; o wzorze fi(o1,09,...) = 0:q¢" sa

niezalezne, przy czym rozkltadem f; jest miara v;. Wzér (3) wynika z przeliczenia

pn(B) =P(g,'[B]) =P ({(al) ex™: Zaiqi € B} RO DI > =

:ﬁ'{(az)eZ” Zazq EBH |E|” Z 1p (ZU#)
(oi)exm

=1

Ciag zmiennych losowych (g,) jest punktowo zbiezny do zmiennej losowej h: XN —

R danej wzorem
h(oy,09,...) Zalq

Poniewaz zbieznosé punktowa pociaga zbieznosé wedtug rozktadu (por. [23, Corollary
13.19]), wiec ciag p, zbiega stabo do rozktadu (1o, zmiennej h.

Zbiér E = E(X,q) jest domkniety oraz po(E) = 1. Jedli V' C R jest otwarty oraz
ENV # (), to wobec ciggloéci h zbiér h=(V) jest niepustym zbiorem otwartym, a wigc
too(V) > 0. Zatem E jest nosnikiem miary fie..
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Mamy 15(gx + 0q) =115 (x) oraz
q

1 n+1
fins1(B) = PRE >, 1p (Z 02‘%‘) =
(G)esmt \i=1
1 1 = 1 1
PR R By o CLE B
o€eS (o;)exn i=1 o€eD q

Miare (o nazywamy miara skojarzong z . oraz q. Whasnosci miary pi. sa przed-
miotem szczegdlnego zainteresowania w przypadku tzw. splotow Bernoulliego tzn. gdy
Y. ={—1,1}, zobacz np. [42], [41], [40]. Zbadamy teraz jak zmienia si¢ miara fi, przy

przesunieciu zbioru .

Fakt 2.20. Niech ¥ C R bedzie skoriczony oraz ¢ € (0,1). Jesli o jest miarg skoja-
rzong z ¥ oraz q, zas pl, jest miarg skojarzong z ¥+ x oraz q, to dla kazdego B € B(R)

Mio(B>:,UOO(B_1fq)-

Dowdd. Niech (u,) oraz (u®) beda ciagami miar okre$lonych wzorem dla zbioréw

zachodzi

odpowiednio X oraz Y + z. Ze wzoru wynika, ze zachodzi

tin(B) = pin (B - qu’) = fuftin(B),

gdzie f,: R — R jest okreSlone wzorem f,(t) = t+x Y, ¢'. Poniewaz funkcja f: R —
R o wzorze f(t) =t + -, Jest jednostajna granica ciagu (fn), wiec wobec faktu W
mamy 42, = f#1ue. 5

Ponizsze twierdzenie stanowi uogélnienie rezultatéw Kenyona [22] na przypadek

zbioréw > dowolnej mocy skonczonej.

Twierdzenie 2.21. Niech q € (0,1) oraz X C R bedg takie, Ze |X| - q = 1. Oznaczmy
E =E(X,q), F, = F.(3,q) i niech ps bedzie miarg borelowskq, ktdra jest stabg granicq

ciggu (pn,) miar okreslonych wzorem . Wowczas nastepujgce warunki sqg rownowazne.
(I) E ma dodatnig miare Lebesgue’a.
(IT) E zawiera przedzial.

(III) Istnieje przeliczalne okresowe E-kafelkowanie T prostej R oraz n € N takie, Ze
dq™™ jest okresem T dla wszystkich d € D(X).

(IV) D(X) ma wspdlny dzielnik oraz |F,| = |2|" dla wszystkich n € N.
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(V) peo jest absolutnie ciggla wzgledem miary Lebesque’a.

(VI) Istnieje § > 0 takie, Ze fs* 1o jest miarg Lebesque’a B0, 1), gdzie fs(x) = 5 —[5]
dla x € R.

(VIT) Istnieje & > 0 takie, ze dla wszystkich n € N mamy

/exp <27rms> dpteo(s) = 0.
R 4

(VIII) Istnieje § > 0 takie, Ze dla kazdego n € N istnieje k € N takie, ze

(27Tz'naq’C )
Z exp 5 =0.

oceY

Ponadto jesli powyisze warunki sq spetnione, to

ABNE)

) ne(B) = “5 0

dla wszystkich B € B(R).

Dowad.

(I)={(11)| Niech x € E bedzie punktem gestosci dla miary Lebesgue’a. Dla kazdego n € N

rozwazmy zbiory
V, = {v S (vq’" + E) N [xq’” —1lzqg "+ 1} #+ (Z)} ,

U,=q "V, —x).

Jesliu=q"(v—2x) €U, to (u+ E)N[-1,1] # 0. Stad
U,+ E C[-1—diam E, 1 + diam E] oraz
U, C [-1—diam E, 1 + diam E] + min F =: [a, ].

Skoro u + E sa miarowo roztaczne dla roznych u € U,, (wobec lematu [2.10]), wiec
|Un| < k, gdzie k = [(2 + 2diam E)/A(E)].

Rozwazmy funkcje u™ € [a, b]* takie, ze U, = {u?,...,u?} dla kazdego n € N.
Wobec zwartodci [a, b]* wybieramy podciag (u™); zbiezny do u € [a,b]* i niech
U:={uy,...,ug}.
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Skoro x byt punktem gestosci, na mocy lematu mamy

2= lim A(¢"EN [z¢" — Lag" +1]) =
n—oo
= lim A ((¢"Va+ E)Nfzg" = Lag " +1]) =
= lim A(U, + E) N [~1,1]) =

= lim OquE 1,1]):
=AU+ E)Nn[-1,1]).

Zbiér U + E jest domkniety, wiec [—1,1] C U + E. Poniewaz skoniczona suma
zbioréw nigdzie-gestych jest zbiorem nigdzie-gestym, a E jest domkniety, wiec E

musi zawiera¢ przedzial.

(ID)=A(IID)] Zatézmy, ze E zawiera przedzial. Wowczas wobec faktu jest on regularnie

domkniety. Pomocniczo udowodnimy

Stwierdzenie 1. Dila dowolnych v € R orazn € N, jesli [x,y] Cv+ ¢ "F,+ FE
dla pewnego przedziatu [z,y] dlugosci > diam E, to istnieje dokladnie jedno E-
kafelkowanie R o bazie B takiej, ze v+ q " F, C B.

Dowdd. Ustalmy v € R oraz n € N takie, ze [z,y] C v+ ¢ "F, + E dla pewnego
przedziatu [z,y] dlugosci > diam E. Wobec lematu 2.11] dla kazdego M > 0
istnieje skonczone E-kafelkowanie przedziatu [—M, M] o bazie By D v+ ¢ "F,.
Ktadziemy B := J,;-, Bm- Z lematu wynika, ze T = {8+ E: € B} jest
szukanym jedynym FE-kafelkowaniem R. ]

Warunek ((I1I)] wyniknie z nastepujacego silniejszego stwierdzenia, ktérego be-

dziemy potrzebowali p6Zniej.

Stwierdzenie 2. Dla dowolnego ciggu (0;) € XN, istnieje okresowe E-

kafelkowanie R o bazie B takie, Ze

B=J (q_”Fn - En)oiq—i“) +tZ,

neN i=1

gdzie t # 0 jest dowolnym okresem B. Ponadto, dla dostatecznie duiych n € N,
liczby dqg™™ sq okresami B dla wszystkich d € D(X).

Dowdd. Ustalmy ciag (o;) € XN i oznaczmy
An = q_nFn - Z O—iq_H—l
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dlan € N. Wezmy przedzial [a,b] C F iustalmy n € N takie, ze b—a > ¢" diam E.
Skoro dla kazdego v € R mamy

v+q¢ "a,b| Cv+q"E=v+q¢ "F,+ E,

wobec stwierdzenia 1 zastosowanego do v = — > | 0;¢" ", istnieje doktadnie
jedno E-kafelkowanie R o bazie B, takiej, ze A, C B,. Skoro ciag zbioréow (A,)
jest wstepujacy wzgledem n, z jednoznacznosci wynika, ze B,, = B nie zalezy od

n.

Ustalmy okres t # 0 kafelkowania o bazie B. Wezmy przedziat [a,b] C E oraz
m € N takie, ze b — a > ¢™t. Wowczas

q "a,b) C ¢ "EF,+ E,

a wiec A, + E zawiera przedzial [x,y] dlugosci > t. Ustalmy 8 € B. Wéwczas
istnieje k € Z takie, ze

0#(B+kt+int E)N(z,y) C(B+kt+int E)N (A, +int E).

Skoro § + kt € B, A,, C B oraz rézne elementy kafelkowania sa miarowo roz-

taczne, dostajemy [ + kt € A,,, czyli

BeA,—ktC | An+IZ

meN

Inkluzja przeciwna jest oczywista. Dla kazdego v € R mamy
v+q "a,b| Cv+q¢ "E=v+q "F,+ E,

a wiec wobec stwierdzenia 1 istnieje doktadnie jedno F-kafelkowanie R o bazie
B, D v+ ¢ "F,. Dla dowolnych v oraz v mamy v’ + ¢ "F, C B, + (v' —v), wiec

wobec jednoznacznoéci dostajemy B, + (v' — v) = B,. Skoro

" Fun =g " S+ g E,
otrzymujemy B, = B,,.1 = B dla kazdego v € ¢ "X — Z?:ll oiq " W szeze-
gélnosci, dla dowolnych o, 0’ € ¥ zachodzi (0 —o')¢g™ "+ B = B, tzn. (0 —o')¢™"
jest okresem T . O

(ITT)={(IV)| Niech B C R bedzie baza dla E-kafelkowania 7. Skoro B jest przeliczalna,

z twierdzenia Baire’a o kategorii wynika, ze E zawiera przedzial, a stad wo-
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bec lematu mamy |F,,| = |X|". Zbiér P wszystkich okreséw B jest podgrupa
(R, +), a kazda nietrywialna podgrupa G grupy (R, +) jest albo gesta w R albo
ma posta¢ G = rZ dla pewnego r > 0. Gdyby P byt gesty, gesta byta by tez
baza B i pewien ograniczony przedzial zawieratby nieskonczenie wiele elementow
T, co przeczytoby ich miarowej roztacznosci. Zatem P = rZ dla pewnego r > 0

oraz z zalozenia dostajemy D(3) C ¢"P = (rq")Z.

(IV)=1(V)| Niech § > 0bedzie wspélnym dzielnikiem D(X). Skoro |F,| = |X|", mamy
pn(B) = ¢"|B N F,|

dla kazdego n € N i zbioru borelowskiego B € B(R). Ponadto F,, — F,, C (0¢™)Z.
Stad dla kazdego przedziatu I C R mamy

AT
() =q"[INF,| <¢"k < % +q",

gdzie k € N jest tak dobrane, zeby (k—1)d¢" < A(I) < kdg™. Poniewaz ciag miar
b jest stabo zbiezny do jis, z twierdzenia Portmanteau dostajemy
o ()
< < —=
foo(1) < hnrggjlf,un<]> ST

dla kazdego przedziatu otwartego I C R. Zatem dla kazdego zbioru borelowskiego
B € B(R) zachodzi

:inf{Z)\(Ik): BC Ulk} >
keEN keN
1nf{25,uoo (Iy): BCUIk} oo (B).

keN keN

(V)=1(1)] Wobec faktu zbiér F jest nosnikiem miary pioo.

(V)E{(VI)| Rozwazmy przestrzeni [0,1) z topologia okregu tzn. zbiorami otwartymi sa do-
ktadnie przeciwobrazy zbioréw otwartych przez funkcje £: [0,1) — S o wzorze
&(x) = exp(2miz). Niech odwzorowanie T': [0,1) — [0, 1) bedzie okreslone wzo-
rem

T(x) := |X|x (mod 1).

Wéwezas T jest funkcja ciagta, ktéra jest ergodyczna wzgledem miary Lebes-
gue’a, por. [I1, Proposition 2.17]. Niech ¢ bedzie wspélnym dzielnikiem D(X).

Mozemy bez straty ogoélnosci zakladac, ze 0 € X. Rzeczywiscie, jesli pZ  jest

43



miarg skojarzona z Y 4+ x oraz ¢, to

fottn(B) = o (7181 - 1) =

1—g¢q

e 0 [ g )

a wiec jesli fs# o jest miara Lebesgue’a (na BJ0, 1)), to wobec niezmienniczosci

miary Lebesgue’a na przesuniecia, fs#us takze jest miarg Lebesgue’a. Ze wzoru

mamy

TH#(fs#1n+1)(B —qZun< (Tofs)” []_g):
oeY
_'ng:/hn Tjoj%C)h _'qzzjﬂﬂ j% ﬁﬁ#ﬂn(fn,
oceY oeEX

gdzie hy(z) = q(x + o) dla x € R oraz ¢ € . Przechodzac z n — oo, skoro T’

oraz fs sa ciagte (w topologii okregu na [0, 1)), dostajemy TH#( fs#ioo) = fsH oo
innymi stowy T zachowuje miare fs# too-

Skoro f; '[A] = Uyez(A+k), z zalozenia wynika, ze fs# 4 jest absolutnie ciagla
wzgledem miary Lebesgue’a. Zatem odwzorowanie T jest ergodyczne wzgledem

fsFlhso- Wobec lematu miara fs#/i jest miarg Lebesgue’a.

(VD={(VID)| Dla kazdego n € N mamy

o:/o1 exp (2mins) d/\(s)z/o1 exp (2mins) d( fs#po0) () =
_ /R exp (2in f5(s)) djios () = / exp (27?5) dpioo (3).

R

(VII)={(VIII)| Dla dowolnych n, k € N mamy

2wins omin S (0,¢°
/Rexp( 5 )duk+1(8)=qk+1 > eXP( Zgl( q)> =

(0;)ESk+1

Z Zexp <2mn S (oug )) exp (2m'7;qu> _
0;)EXk 0€X
2minog® 2mins
zqzeXp( ; )/ReXp( 5 )duk(S)-

oeY
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Indukcyjnie sprawdzamy, ze

©) [0 (25 Y apats) = [To oo (27551

k=1 o€ex

Ustalmy n € N i przypusémy, ze
2mnaq
ay ‘= q Z ex #0
oED

dla wszystkich £ € N. Gdy S C R jest skonczony oraz a € (0,7) jest takie, ze
max{|27s|: s € S} < a, to

Z exp (2mis)

seS

> |S|cos (a) .

Stad dla dostatecznie duzych & € N mamy

log <q ;exp (27”;’—‘”]9) D > log <qyzy cos (%)) — log(cos (%))

Skoro szereg
. 1
Z log(cos (E) )
k=1

jest zbiezny, dostajemy
[ el > o,
k=1

co przeczy naszemu zatozeniu.

Uwaga. Do otrzymania réwnosci () nie uzyliSmy zatozenia [(VII)|

(VIID}{(VID)] Wynika natychmiast z réwnosci ().

(VID)={(VI)| Dla kazdego n € N mamy

/01 exp(2mins)d fs# i (s) = /Rexp(Qm'n (% — {%J))dﬂm(s) _

_ / exp (27rm3) dpio(s) = 0,
R )

czyli wszystkie wspotezynniki Fouriera miary fs#/i, nie liczac zerowego, sa
zerowe. 7 lematu miara fs# /i jest miarg Lebesgue’a A|gjo ).
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(VD=((V)] Mamy
AB) = 6A(fs[B]) = dpoo(f5 " [£5[Bl]) > Op1oc(B)

dla wszystkich B € B(R).

Udowodnimy teraz rownosé . Przesuniecie X o liczbe x skutkuje przesunieciem zbioru
E o liczbe %}, wiec wobec lematu mozemy zatozy¢ bez straty ogdlnosci, ze 0 € 3.
Na mocy stwierdzenia 2 zastosowanego do ciagu (o;) = 0 istnieje E-kafelkowanie prostej
R o bazie B takiej, ze

U qg "F, CB.

neN
Definiujemy

|BNI| . : -
s(M) = sup D) : I jest przedzialem otwartym dlugosci > M

oraz

uw:= lim s(M).

M—oo

Woéwezas dla kazdego przedziatu otwartego I C R mamy

IBOI[-ANE)= ) A(x+E):>\< U (x+E)) < M) + 2diam E.

zeBNI rxeBnNIl

Stad
1 2diam F

M < 3m T xEm

oraz u < ﬁ Dla dowolnego przedziatu otwartego I oraz n € N zachodzi

pn(I) =q"[INF,| =q"|(¢"I) N (¢ "F,)| <
<" N Bl < q"s(A)A(g ) = s(A) M),

gdzie A, = A(¢7"I). Zatem

foo (1) < liminf pu, (1) < uA(1) < %
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Dla kazdego borelowskiego zbioru B € B(R) mamy

A(B) = inf{ZA(Ik): Bc Ik} >

keN keN

> inf{ZA<E),UOO(Ik): B C U Ik} 2 AE) poo(B),

keN keN

n AENB) + \(E\ B)

1 = poo(E) = poo(B) + poo(B) < \NE) =1 u

Implikacja |(I)={(11)| twierdzenia byla juz wezesniej udowodniona inng metoda
[39, 2.3 Corollary|. Zajmiemy si¢ teraz wnioskami z twierdzenia

Lemat 2.22 ([33]). Niech S C Z bedzie zbiorem skoriczonym mocy m, ktorego elementy
dajg wszystkie reszty z dzielenia przez m. Wowczas dla dowolnych ciggow (o1, . .., 0n),

(01,...,00) € S", jesli liczba

jest calkowita, to o; = o) dla wszystkich i € {1,...,n}.

Dowdd. Dowdd jest indukcyjny ze wzgledu na n. Ustalmy n € N i zalézmy, ze teza

zachodzi dla n — 1. Jesli

ag; o,
E — — E — € Z,
(3 . m’L
=1 =1
to
n 0. /
(2
0'1—0'1—|—E ——E —1€mZ
— m* m
=2 =2
Z zatozenia indukcyjnego (o9,...,0,) = (04,...,0,), a stad m|(o; — o}) oraz, skoro
reszty z dzielenia przez m w zbiorze S sa parami rézne, o = 07. 0

Warunek |(VIII)| twierdzenia jest spetniony, gdy elementy Y sa liczbami catko-
witymi, ktére daja wszystkie mozliwe reszty z dzielenia przez |X|. Istotnie, pokazemy,

ze wowczas wystarczy przyjac¢ 0 = 1 oraz k = 1 dla kazdego n € N. Oznaczmy p = |3,

271

€ = exp <7> oraz zdefiniujmy funkcje h: Z, — Z,, g: Z, — C wzorami

h(x) := nzmod p,

Wowcezas h jest homomorfizmem grup, h[Z,] = {y € Z,: d|y} jest nietrywialng pod-
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grupa dla pewnego dzielnika d liczby p oraz

): otz = X gls)lh ()] = [kerh Yt =0,

TE€Ly sEh[Z,)]

2mino
Z exp ]

ocEY

=gl =1.

gdyz (%)

Whniosek 2.23. Zaloimy, ze dla pewnych x € R oraz 6 > 0 zbior (X — z)/6 sklada sie
z liczb calkowitych, ktdre dajg wszystkie reszty z dzielenia przez |X|. Wowczas B = 67
jest bazq dla E-kafelkowania prostej R, 0 jest najwiekszym wspdlnym dzielnikiem D(X)
oraz N(E) =0, gdzie E = FE <Z i)

TIEL)

Dowdéd. Warunek |(VIII)| twierdzenia jest spetniony z 6. Wobec faktu mozemy
bez straty ogélnosci zatozy¢, ze x = 0 € Y. Z zalozenia o resztach, d jest najwickszym

wspélnym dzielnikiem D(Y).
Wobec stwierdzenia 2 (z dowodu twierdzenia 2.21]) zastosowanego do ciagu (o;) = 0,

istnieje okresowe FE-kafelkowanie prostej R o bazie B takiej, ze

B=|Jq¢ "R +1z,
keN

gdzie t # 0 jest dowolnym okresem B, oraz dla pewnego n € N liczby dg™" sg okresami
dla wszystkich d € D(X). Skoro § jest najwiekszym wspdlnym dzielnikiem D(X), z roz-
szerzonego algorytmu Euklidesa istnieja liczby ki, ..., k,, € Z oraz dy,...,d,, € D(X)
takie, ze kidy + - - + kpd,, = §. Zatem liczba g~ " takze jest okresem B.

Niech C := BN[0,6q¢™") C 0Z. Wtedy, skoro ¢ * 1 F,+% = ¢ * 1 F}, 1, dla kazdego
v € /4§ zbiér C'/6 jest zamkniety na odwzorowanie

fy(z) = (z/q+~v)modg™".
Z lematu zastosowanego do S = /6, jesli (v, ..., ) # (Y1, -+, 75),s tO

(fno-ofy)(x) # (f% 0--0 f%)(x)

Zatem
{0,1,...,g7" =1} C C/5,

oraz B = 0Z.
Niech Ey = ENdlk, k+1) dla k € Z. Wowcezas

A((Ey — k6) N (B — 18)) < M(E — k6) N (E — 18)) = ME N (E + §(k — 1)) = 0,
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oile k # 1. Stad

AE) =\ (U Ek> => AEy) =

keZ keZ

=Y MEj — ké) = A <U(Ek - kd)) = )([0,08)) =¢. O
kEZ ke

Zalézmy, ze 0 € X C Z. Warunek, ze Y elementy > podzielone przez najwigkszy
wspélny dzielnik daja wszystkie mozliwe reszty z dzielenia przez ||, w ogdélnosci nie jest

réwnowazny warunkowi |(VIII)| twierdzenia [2.21{ Swiadczy o tym na przyktad zbiér ¥ =

0,1,8,9}, ktéry spetnia warunek [(VIII) a E (3, 2 ) jest suma dwoéch roztacznych
=

przedzialéw.
Roéwnowaznosé dostajemy za to w przypadku, gdy |X| jest liczba pierwsza, patrz
wniosek W jego dowodzie wykorzystamy wtasnosci wielomianéw cyklotomicznych.

n-tym wielomianem cyklotomicznym nazywamy wielomian

o,(X)= ] <X — exp (m%)) .

walhmyet
Jak wiadomo z algebry, patrz |28, s. 279], wielomian ®, ma wspdlczynniki catkowite
i jest nierozkladalny nad Q. Wynika stad, ze jest on wielomianem minimalnym nad Q
dla kazdego ze swoich pierwiastkéw. Wielomian minimalny liczby algebraicznej o € C
dzieli kazdy wielomian W o wspotczynnikach wymiernych, ktérego o jest pierwiast-

kiem.

Lemat 2.24. Niech p bedzie nieparzystq liczbg pierwszq oraz k € N. Jesli X C 7. jest

.
e () =0,
p

LIS

zbiorem mocy p oraz

to {exp (%) SRS E} jest zbiorem wierzchotkow wielokgta foremnego.
Dowdd. Niech Y modp*® = {sg,...,s,-1}, gdzie so < ... < s,_1. Wybieramy j tak,
zeby
Sj41 — 8; =max{si —s:0=0,...,p—1} > p"",
gdzie dodatkowo s, := syg. Mozemy zalozy¢, ze max(Xmodp*) = p* — pF=1 gdyz

w przeciwnym razie przesuwamy % (o liczbe catkowita) w ten sposéb, ze s; przechodzi

na pk — pk_l.
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Niech € = exp (%) 7 zatozenia mamy
0=¢"+---Fet,
tzn. € jest pierwiastkiem wielomianu
X0 4.4 XDt

7, drugiej strony, wielomian minimalny liczby € nad Q to

1 k—1

O p(X)=1+X"" 4+ X% 44 X

p
poréwnaj [28, s. 280]. ]

Whniosek 2.25. Niech |X|-q =1, gdzie |X| = p jest liczbg pierwszq. Wowczas E (X, q)
zawiera przedzial wtedy i tylko wtedy, gdy (X — x)/6 daje wszystkie reszty z dzielenia
przez p dla pewnych x € R oraz § > 0.

Dowdéd. Zalézmy, ze E(X, q) zawiera przedzial. Z twierdzenia istnieje & > 0 takie,
ze dla kazdego n € N istnieje k£ € N takie, ze

(27Tinaqk )
Z exp 5 =0.
oeY

Z dowodu twierdzenia [2.21] wynika, ze  moze by¢ wybrane jako najwiekszy wspolny
dzielnik zbioru D(X). Kladziemy ¥* = (¥ — z)/J, gdzie x = min 3. Wéwczas ¥* C Z

oraz istnieje k € N takie, ze

Wobec lematu [2.24] mamy

2 2mit
{exp<;—kw> :SEE*}:{exp (%) :tE{O,l,...,p—l}},

Y*modp = p"{0,1,...,p—1}.

oraz

Skoro elementy ¥* sg wzglednie pierwsze, dostajemy k = 1.

Implikacja przeciwna wynika z twierdzenia gdyz warunek |(VIII)|jest spetniony
z 0. [
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W przestrzeni metrycznej X wymiar Hausdorffa podzbioru A C X okresla si¢ jako
dimy(A) = inf{s € [0,00): H*(A) = 0} = sup{s € [0,00): H’(A) = 400},

gdzie H® oznacza s-wymiarowa miare Hausdorffa

H*(A) == afs) - lim inf{Z(diam ;) AC Ay, diam 4; < 5} .

6—0t - )
i=1 €N

Liczba a(s) € (0,00) jest tutaj stala zalezna od s, ktéra jest wybierana na rézne
sposoby przez roznych autoréw, ale wymiar Hausdorffa jest od tego niezalezny. My
przyjmujemy dla prostoty a(s) = 1. Wtasno$ci miar Hausdorffa w zakresie potrzebnym

do zdefiniowania wymiaru opisane sa np. w podreczniku [13, s. 81-86].

Fakt 2.26. Niech > C R bedzie zbiorem skonczonym oraz q = ﬁ Jesli E(3,q) ma
wymiar Hausdorffa 1, to |F,,(X,q)| = |X|" dla kazdego n € N.

Dowdd. Zalézmy, ze |F,| = k < |X|" dla pewnego n € N. Wtedy dla wszystkich m € N

mamy |F,,| < |F,|™ = k™ oraz dla kazdego € > 0 istnieje m. € N takie, ze
g™ "diam F < e.
Skoro E = F,,,_, + ¢""E, to dla kazdego s > 0 zachodzi
H*(E) < lim |F,,_,| (¢™" diam E)® < lim (k¢"*)™(diam E)°*,
e—0 m—00
gdzie H® oznacza s-wymiarowa miar¢ Hausdorffa. Skoro

1
kg™ <1 < s> —logy(k),
n

to dostajemy
1
n
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3 Zbiory podsum na plaszczyznie R?

W odréznieniu od prostej, charakteryzacja topologiczna zbioréw podsum na pltaszczyz-
nie R? jak dotychczas nie jest znana. Podstawowe przyklady réznych typéw homeomor-

ficznych dostarcza nastepujacy fakt.

Fakt 3.1. Niech I bedzie przedziatem domknietym, C' bedzie zbiorem Cantora, a M
bedzie M-Cantorvalem. Dla kazdego ze zbiorow: {0}, I, C, M, I x I, I x C, I x M,
C x M lub M x M, istnieje szereg bezwzglednie zbieiny . (Tn,yn) na plaszczyinie

taki, ze A(x,y) jest homeomorficzny z tym zbiorem.

Dowdd. Gdy ), xn, Y, Yn sa szeregami rzeczywistymi bezwzglednie zbieznymi, to

A((21,0), (0, 91), (£2,0), (0, 92), - .) = Alwn) X Alyn). 0

Za publikacja [20] stosujemy nastepujace nazewnictwo. Podzbiér plaszczyzny jest
typu V- x W, gdzie VW € {I,C, M}, gdy jest on skonczona suma zbioréw home-
omorficznych z V' x W. Z kolei zbior jest typu W, gdy jest on skoniczong suma zbioréw
homeomorficznych z W. Sktadowe spdjnosci zbioréw wymienionych w fakeie [3.1] to kwa-
draty domknigte, odcinki domknigte lub zbiory jednopunktowe. Jednak istnieja zbiory
podsum o sktadowych innych niz homeomorficzne kopie kwadratu, odcinka lub punktu.
Podamy teraz przyktady takich zbioréw podsum. Przyktady te sa opisane w artykule
[26].

1. Skoficzone sumy kwadratéw. Kwadrat jednostkowy [0, 1]? jest zbiorem pod-
sum ciggu s = ((%, 0), (0, %), (%, 0), (0, %), . ) Rozwazmy nastepujace ciggi:

(a) ((1,1),...,(1,1)) dla pewnego n € N;

v~

n razy
(b) ((1,1),...,(1,1),(—1,1),...,(—1,1)) dla pewnych n,m € N;
n razy m:gzy
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() ((z,2),.--,(= —),S—l,l),...,(—l,ll) dla pewnych n,m € N;

b n;gzy g m‘rg‘zy
2 2 2 2
(d) ((—%, %),\(g, 5), . (5, 5)1) dla pewnego n € N.
n razy

Zbioér podsum otrzymany przed poprzedzenie ciagu s kazdym z ciaggéow w punk-
tach (a)—(d) jest zbiorem sp6jnym. Ponadto zadne dwa zbiory otrzymane w ten

sposOb nie s3 homeomorficzne.

. Nieskonczone sumy kwadratow. Suma algebraiczna skonczonej ilosci zbioréw

podsum jest zbiorem podsum, gdyz
Alxt, o ab o oo ah ) = A(g)) -+ A(F).

Mozliwe jest wiec otrzymanie jako zbioru podsum sumy kwadratu jednostkowego
0, 1]?, zbioru skonczonego {(—k,k): k € {0,...,m}} oraz zbioru {(x,z): = €
A(z,)}, gdzie szereg rzeczywisty | x, jest bezwzglednie zbiezny.

(a) Jesli (z,) = (3,...,5,...), to otrzymany zbiér podsum

0,12+ {(—k,k): k€ {0,...,m}} + A(x,)

jest zbiorem spojnym typu I x I, ktorego dopetnienie ma nieskoniczenie wiele

sktadowych, gdyz A(z,) jest zbiorem Cantora.
(b) Jesli (z,,) = (2,3,..., &, 7%, --.), to otrzymany zbiér podsum réwniez jest
zbiorem spéjnym typu I x I, gdyz A(z,) jest M-Cantorvalem.

. Skoniczone sumy typu M x I. Niech M = A(x,) oznacza M-Cantorval, ktéry

jest zbiorem podsum ciggu

= (3132
Tp) = R IR TAVTIA

Zbiér A =10,1] x M U ((z,y) + [0,1] x M) jest zbiorem podsum dla dowolnego
punktu (z,y) € R%

(a) Jesli (x,y) = (1,1), to sktadowa punktu (1,2) w zbiorze A jest suma pro-

stokata domknietego oraz odcinka, ktére maja jeden punkt wspdlny.
(b) Jesli (z,y) = (1, %), to wnetrze sktadowej punktu (1,1) w A jest niespéjne.
(c) Jesli (z,y) = (1, ¢), to sktadowa C punktu (1,1) w A ma nieskoriczenie wiele

punktéw z takich, ze C'\ {z} jest niespdjny, za$ wnetrze C' jest spdjne.
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Poniewaz homeomorfizm miedzy podzbiorami ptaszczyzny przenosi wnetrze na
wnetrze, poréwnaj [15, Corollary 5.18], sktadowe omawiane w punktach (a)—(c)

sg parami niehomeomorficzne.

Wobec charakteryzacji Guthriego-Nymanna, zobacz twierdzenie 2.6 pojawia sie
naturalne pytanie, czy istnieje zbiér podsum na ptlaszczyznie innego typu topologicz-
nego niz te wystepujace w fakcie 3.1 Odpowiadamy na to pytanie negatywnie, zobacz
wniosek [3.3| lub poréwnaj [26].

Gdy >, x, jest szeregiem bezwzglednie zbieznym oraz P C R jest zbiorem skorii-

czonym, to

nazywamy zbiorem P-sum wyznaczonym przez ciag (x,) oraz zbiér P. Poniewaz

A(wn) = 5({0, 1}, (xn)),

wiec pojecie zbioru P-sum jest uogdélnieniem pojecia zbioru podsum. O ile mi wiadomo,
wlasnosci zbioréw P-sum po raz pierwszy badali J. E. Nymann oraz R. Sdenz, [35].

Gdy A C R? oraz y € R to symbol A, oznacza cigcie poziome
A, ={z eR: (z,y) € A}.

Jedna z naszych hipotez moéwita, ze cigcie zbioru podsum na ptaszczyznie przez os
OX jest zbiorem podsum w R. Hipoteza ta okazata si¢ falszywa, co pokazuje kolejne

twierdzenie.

Twierdzenie 3.2 ([26, Theorem 4.1]). Niech ) a, bedzie szeregiem rzeczywistym
bezwzglednie zbieinym, a P C R zbiorem skonczonym takim, Ze 0 € P. Wowczas

istnieje 2bior podsum A(z,y) na plaszczyinie R? taki, ze A(z,y)o = S(P, (ay)).

Dowdd. Gdy P = {0}, to wystarczy przyja¢ (., y,) = (0,0). Zalézmy, ze |P| =k > 1
i oznaczmy P = {po,p1,...,Pr-1}, gdzie py = 0. Niech (b,) bedzie ciagiem takim, ze
(k—1)3,., b;i <by, dla kazdego n € N, np. ciggiem geometrycznym o ilorazie ¢ < %

Ktadziemy
(xm) = (07pla/17 <oy Pp—101, Oapla/27 <oy PE—10Q2, .. ')7
(ym) = (bl,\—bl, ey —bl, bg,\—bz, ceey —b%, .. .),
k—;rrazy k—f;azy
tzn. Tepe1 = 0, Ykne1 = bna1, Thnei = Pic10ni1, Yknei = —bpyr dla it = 2,... k oraz

n € Ny. Pokazemy, ze A(z,y)o = S(P, (a,)).
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Ustalmy t € A(z,y)o. Wowezas (t,0) € A(z,y), wigc istnieje zbiér B C N taki,
e (t,0) = > cp(@, ). Wykazemy indukcyjnie, ze dla kazdego n € Ny nastepujace

warunki sa rownowazne:
(i) kn+1 € B;
(ii) Jieqa,...;pbn +1i € B;
(iii) Fieqo,..pbn +i € B.

Ustalmy n € Ny i zatézmy, ze dla wszystkich m < n zachodzi réwnowaznos¢ warunkdw
(1)} z m w miejscu n. Ze wzgledu na postaé¢ ciagu (y,,) dostajemy

Zyl:O-

I<kn
leB

Dla dowodu implikacji |(i)={(ii)| przypusémy, ze kn + 1 € B oraz kn +1i ¢ B dla
wszystkich ¢ € {2,..., k}. Wowczas otrzymujemy

OIZ?JZ Zyl—ykn+1+ Z y =

leB l>kn I>k(n+1)
leB
k
P anrl + Z Zykm+z = bn+1 - Z (k - 1)bm > 07
m>n =2 m>n—+1

co jest niemozliwe. Teraz pokazemy jednoczesnie implikacje |(ii)=(i)| oraz |(ii)=(iii)l
Zatézmy, ze kn + i € B dla pewnego i € {2,...,k} i przypusémy, ze kn + 1 ¢ B lub
kn +1i € B dla pewnego i’ € {2,...,k} réznego od i. Wowezas

Z Y < _bn+17

kn<lI<k(n+1)
leB

a wiec

O:Zyl: Zyl < _bn+1+zykm+1:_bn+l+ Z bm <07

leB I>kn m>n m>n—+1
leB

co takze jest niemozliwe. To konczy dowdd rownowaznosci warunkdw |(1)H(iii)

Istnieje ciag (jn) € {0,1,...,k — 1} taki, ze t = Y 0" pj. ,an. Istotnie, dla
kazdego n € Ny, gdy zachodzg warunki , to przyjmujemy j, € {1,...,k — 1}
tak, zeby kn + j, + 1 € B, a w przeciwnym razie j, = 0. Zatem t € S(P, (a,)).

Na odwrét, ustalmy ¢ = > c,a, € S(P,(ay,)), gdzie (¢,) € PN. Okreslamy

95



podzbiér B C N w ten sposob, zeby dla kazdego n € Ny zachodzilty warunki
np1=0 < {kn+1,...;kn+k} N B =1 oraz

Cnp1=p; <= {kn+1,....;kn+k}nNB={kn+1,kn+i+1} dlai>0.

Wobwezas
o o
E x = E E x = E Cnt10ny1 =T,
leB n=0 kn<I<k(n+1) n=0
leB
gdyz

E T = Thn+1 + Thntit1 = PilQpy1 = Cpg1Qnii

kn<i<k(n+1)
1eB

w przypadku, gdy c¢,+1 = p; dla @ > 0. Z kolei

Zyz Z Z u =0,

leB n=0 kn<I<k(n+1)
leB

gdyz
Z Y = Yknt1 + Ukntit1 = bns1 — by =0
kn<I<k(n+1)
leB
w przypadku, gdy c,+1 = p; dla i > 0. [

Whiosek 3.3. Istnieje zbior podsum A(x,y) na plaszczyénie R?, ktéry nie jest zadnego

typu sposrod wymienionych w fakcie|3. 1.

Dowéd. Niech (z,,) = (0,1,2,9; ) oraz (y,) = (1,—1,—1,—1; ). Z dowodu twierdzenia
wynika, ze A(z,y)o = S(P,(an)), gdzie P = {0,1,2,9} oraz (a,) = zr. Zbior
S(P, (ay)) jest L-Cantorvalem oraz [0, 2] jest jego sktadowa, zobacz [35] oraz [36]. Mamy
A(lyn|) = E(2,q), gdzie ¥ = {0,1,2,3,4} oraz ¢ = 3. Wobec twierdzenia zbidr
A(|yn]) jest zbiorem Cantora, za$ z faktu[2.3|zbiér A(y,) jest homeomorficzny z A(|y,|).

Pokazemy teraz, ze

(#) dlakazdegot € (0 2) oraz e > 0 istnieje trywialna sktadowa zbioru A(z,y) w kuli

Ustalmy ¢ € (0,2) oraz ¢ > 0. Zbiér P-sum skoriczonych jest gesty w S(P, (an)),
wiec istnieje cigg skonczony (¢;) € {0,1,2,9}™ taki, ze u := > ", ¢a; € (t — 5,6+
5). Z drugiej czesci dowodu twierdzenia wynika, ze (u,0) = Z?;nl ei(wi, yi), gdzie
E4n+1:1<:>Cn7é0,64n+2:1<:>0n:1 54n+3:1<:>cn:20razg4n+4:1<:>cn:9.
Dobieramy [ > m tak, zeby b=, & < 5
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Gdy k € N oraz ciag (b,) spetnia warunek k> . b; < by, to dla ciagu

i>n
(yn) - (bla _bl7 sy _bl7 b?v _an SRR _b27 .- )
N o -
Vv Vv
k—1 razy k—1 razy

zachodzi nastepujacy warunek:

o Jesli ), bi =D ,c4¥is to dla kazdego n € N jest

S bhi=> u

i<n 1<4n
iel i€A

a w szczegolnosci zachodzi implikacja:

i€l = An{ki+1,... ki+k}={ki+1}.

Stosujemy powyzszg wlasnos¢ do k = 4 i ciagu o wzorze b; = 6i Mianowice, z warunku
b= > ,caV¥n Wynika, iz dla i > [ zbiér A zawiera wszystkie indeksy postaci 47 + 1
i nie zawiera innych indekséw. Zatem w zbiorze A(x,y) istnieje tylko skonczenie wiele
elementéw postaci (¢, b), gdzie ¢ jest dowolne. Poniewaz A(y) jest zbiorem Cantora,
wiec kazda sktadowa zbioru A(x,y) zawiera sie w pewnej prostej poziomej, a stad
{(u,b)} jest trywialng sktadowa zbioru A(z,y), ktéra ponadto lezy w kuli K.

Zbiér A(x,y) ma puste wnetrze, wiec nie moze by¢ typu I x I, [ x M lub M x M.
Zbior A(z,y) zawiera skltadowe nietrywialne, wiec nie moze by¢ zbiorem skoriczonym
lub zbiorem Cantora. Nie moze by¢ tez typu I lub C' x I, gdyz zawiera sktadowe
trywialne. Nie jest tez typu M, gdyz nie spelia wlasnosci (%).

Pozostaje pokazaé, ze A(x,y) nie moze by¢ typu C' x M. Dla zbioru S homeomor-
ficznego z C' x M rozwazmy zbior T'(S) C S réwny sumie wszystkich sktadowych
trywialnych oraz koncéw tukéw bedacych sktadowymi nietrywialnymi. Poniewaz brzeg
M-Cantorvala jest zbiorem Cantora, wiec T'(S) takze jest zbiorem Cantora. Przypuscé-
my, ze A(z,y) = S1U---US,, gdzie kazdy ze zbioréw S; jest homeomorficzny z C' x M.
Wéwezas zbior T := T(Sy) U--- U T(S,) jest catkowicie niespdjny. Dla kazdego nie-
trywialnego spojnego podzbioru A C A(z,y) (w szczegblnosci dla A := (0,3) x {0})
mamy A Z T, wiec istnieja punkt z € A\ T oraz (wobec domknietoéci T') € > 0 takie,

ze K(z,e) NT = (. Jest to sprzeczne z otrzymang wezesniej wlasnoscia (#). O]
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4 Centrum dystanséw

Pojecie centrum dystanséow zostalo wprowadzone w artykule [7]. Mianowicie, gdy (X, d)

jest przestrzenia metryczna, to zbior
S(X) = {a S [07 OO): vQCGXEIyEXd(:an) = a}

nazywamy centrum dystansow przestrzeni X. To pojecie jak dotychczas znalazto zasto-
sowanie gtéwnie dla podzbioréw prostej R. Dla przyktadu, centrum dystanséw zostato
uzyte w dowodach o niemozliwosci przedstawienia ustalonego zbioru (najczesciej Can-
torvala) jako zbioru podsum szeregu liczbowego, patrz [7] lub [5]. Doktadne obliczenie
centrum dystanséw ustalonego zbioru jest czesto interesujace samo w sobie, np. dla
centralnych zbioréw Cantora [2]. W artykule [3] zapoczatkowano dociekania, jakie zbio-
ry moga by¢ centrami dystanséw. Na konferencjach ‘Inspirations in Real Analysis 1T’
(2024) oraz ‘46th Summer Symposium in Real Analysis’ (2024) Malgorzata Filipczak
pytata co nastepuje.
Pytanie. Czy kazdy zbior A C [0, 00), gdzie 0 € A, jest centrum dystanséw pewnego
zbioru X C R?

Podamy tutaj pozytywna odpowiedz, zobacz twierdzenie [4.2] a nastepnie wzmoc-
nimy wynik poprzez pokazanie, ze X moze by¢ zbiorem Bernsteina.

Niech C' C R bedzie ustalonym zbiorem. Rozwazamy operator
Te: P(R) — P(R)

okreslony wzorem

1

1o(v) = {5+ v rc,

tzn. do To(Y') naleza wszystkie §rodki elementéw zbioru Y za wyjatkiem elementéw
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z C. Kladziemy

Ta(Y) = (Teo---oTe)(Y) oraz  T(Y) = Ta(Y

n

Gdy CNY =0,to Y CTe(Y) CTZ(Y), a ponadto
To(Te' (V) = T5°(Y).

Istotnie, jesli t € To(TZ(Y)), to istnieja n € N oraz u,u’ € TA(Y) takie, ze t =
Tu+) ¢ C, tzn. t € To(TE(Y)) = TA(Y) C Tgo(Y). Ponizszy lemat dokladniej
precyzuje kiedy v € TA(Y).

Lemat 4.1. Jesli C C R, Y C R\ C oraz v € TA(Y), to istnieje funkcja d: 25" —
TE(Y) taka, Ze

() d(0) =

(IT) d(s) = %(d(s“o) +d(s™1)) dla s € 2<7;
(III) d(s) € Y dla s € 2";
(IV) d(s) ¢ C dla s € 25",

Ponadto, jesli Y = {x — b,z + b} oraz xz € C, to d(s) = x — b dla wszystkich s € 25"
lub d(s) = x + b dla wszystkich s € 25™.

Dowéd. Niech C' C R oraz Y C R\ C. Dowdd bedzie indukeyjny wzgledem n. Gdy

n = 0, to teza jest oczywista. Zatézmy indukcyjnie, ze teza zachodzi dla n € N. Ustalmy
veTE (YY) = Te(To(Y)),

a wiec istnieja vo,v1 € TE(Y) takie, ze v = 3(vy + v1) ¢ C. Korzystajac z zalozenia
indukeyjnego, dobieramy funkcje dy, d; : 25" — TE(Y') takie, ze d;()) = v; oraz warunki
z d; w miejscu d sa spetnione. Nastepnie definiujemy d: 25" — Ta+H(Y)
w ten sposéb, ze d(0) = v, d(07s) = do(s) oraz d(17s) = dy(s) dla s € 25™.

Jesli dodatkowo Y = {x —b,x+b} oraz x € C, to TE(Y) =Y, a wigc wtedy funkcja
d bedzie stata. O]

Dowdéd kolejnego twierdzenia korzysta z dobrego uporzadkowania podzbioréw pro-
stej rzeczywistej. Mimo to czasami mozna otrzymac¢ dodatkowe wlasnosci konstruowa-
nych zbioréw. Dla przyktadu, gdy [0, 00) \ A jest zbiorem skonczonym, to istnieje zbidr
X C R, ktérego dopelnienie jest przeliczalne oraz S(X) = A.
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Twierdzenie 4.2. Dla kaZdego zbioru A C [0,00), gdzie 0 € A, istnieje zbior X C R
taki, ze S(X) = A.

Dowdd. Ustalmy zbiér A C [0, 00) taki, ze 0 € A. Rozwazmy ciag pozaskonczony (b,)
taki, ze
[0,00) \ A ={by: @ < K},

gdzie k = |[0,00) \ A| < ¢. Indukeyjnie dobieramy ciag pozaskonczony liczb rzeczywi-

stych (z4)a<x taki, ze stale

(1) To ¢ ling ({bg: f < atU{xg: < a}).
Nastepnie ktadziemy X := R\ Tg°(Y), gdzie

Y = U{xa — ba, To + by} oraz C = {x,: a < Kk}.

a<k

Bezposrednio z warunku dostajemy C' NY = (). Dla kazdego o < k punkt z, € X
swiadezy o tym, ze b, ¢ S(X), a wiec

S(X) C10,00) \ {ba: a <k} = A.

Aby uzasadnié inkluzje przeciwng, ustalmy b € [0, 00)\ S(X). Wtedy istnieje z € X
taki, ze x + b,x — b ¢ X. Poniewaz © ¢ T (Y) = To(Tg°(Y)), a jednoczesnie x jest
srodkiem dwéch punktow z T2 (Y), wiec x € C, czyli x = z, dla pewnego a < k.

Stosujac lemat do x + b oraz x — b, dobieramy funkcje dg, d; : 25" — R takie, ze
do(0) =z — b, d1(0) = x + b oraz warunki z d; w miejscu d sa spetnione.

Wobec warunku , dla kazdego s € 2" istnieja indeksy as, 8s < k oraz liczby
Jds, €5 € {—1,1} takie, ze

(2) do(s) = o, + 0sba, € Y oraz di(s) = xp, +€5bs, €Y.
Z warunkow |(I)| oraz mamy

1
(3) 2xa:x—|—b+x—b:2—nZ(xas+xﬁs+5sbas+€sb55).

se2m

Zas z warunku dostajemy

a = ag = [, for all s € 2™,
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Istotnie, w przeciwnym razie ktadac
v=max ({a} U{as: s € 2"} U{fs: s € 2"}),

po przeniesieniu wszystkich sktadnikow z x., na lewa strone réwnodci (3)), zas pozosta-
tych na prawg, otrzymujemy sprzecznos¢ z wyborem ..

Zatem d;(s) € {xq — by, To + bo} dla wszystkich s € 2", a wige stosujac dodatkowa
cze$¢ lematu [4.1], dostajemy @ + b = z, + by, czyli b= b, & A. O

Jak wynika z powyzszego dowodu, jesli w < [[0,00) \ A| = &, to istnieje X C R
taki, ze S(X) = A oraz |R\ X| = &, bo wtedy dostajemy x = |C| = |Y| = |TZ(Y)].

4.1 Zbiory Bernsteina a centrum dystanséw

Zbior Bernsteina to podzbior B C R taki, ze zaréwno B jak i jego dopekienie przecina

kazdy nieprzeliczalny domkniety podzbior R.
Fakt 4.3. Istnieje zbior Bernsteina X C R taki, Ze S(X) = [0, 00).

Dowdd. Niech {F,: a < ¢} bedzie ciagiem wszystkich nieprzeliczalnych domknietych
podzbioréw R. Indukcyjnie wybieramy ciagi (Za)a<c, (Ya)a<c liczb rzeczywistych takie,
ze

To € Fy \ ling({zs: B < a}U{ys: B <a}),

Yo € Fu \ling({zs: B < afU{ys: B < a}).

Nastepnie ktadziemy Y := {y,: o < ¢} oraz X = R\ T5°(Y"). Jesli
a,be T°(Y), to %(a +0b) € Ty (Y),
a wigc S(X) = [0,00). Skoro Y C T°(Y') oraz
Te(Y)N{za: a < ¢} Cling(Y) N{ze: a <} =10,

to X D {x,: a < ¢} jest zbiorem Bernsteina. O

Twierdzenie 4.4. Jesli 0 € A C [0,00), to istnieje zbior Bernsteina X C R taki, Ze
S(X) = A.

Dowdd. Jedli A = [0,00), to teza zostata uzasadniona w fakcie Zatézmy, ze 0 €

A C [0,00) i rozwazmy ciag

{(ba: a < ¢} =[0,00) \ A %0,
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gdzie wyrazy b, moga sie powtarzaé. Niech {F,: o < ¢} bedzie ciagiem wszystkich
nieprzeliczalnych domkni¢tych podzbiorow R. Indukcyjnie wybieramy ciagi punktow

(za)a<ca(ya)a<ctakje,26

(4) To € Fo \ling ({bs: B < a}U{zs: B<a}U{ys: B<a}),

(5) Yo € Fo \ling ({bg: B <o} U{zs: B<atU{ys: B<a}).
Nastepnie ktadziemy C' := {zo: a < ¢}, Y := [, {Ya, Ta + ba, Ta — bo}. Zbior
X =R\ TZ (Y)

jest zbiorem Bernsteina, bo C' C X oraz {y,: a < ¢} C TZ(Y), a liczba z, € X
swiadezy, ze by, ¢ S(X), czyli S(X) C A.

Ustalmy b € [0,00) \ S(X). Sprawdzamy, ze istnieje o < ¢ takie, ze z, + b, z, —
b € TZ(Y). Korzystajac z lematu dobieramy funkcje do,d;: 25" — R takie, ze
do(0) = zo — b, d1(0) = xo + b oraz warunki |(II) z d; w miejscu d sg spetnione.
Analogicznie jak réwnanie dostajemy

1

(6) 2z, = on (do(s) + di(s)).

se2n

Wobec warunku |(I1T) dla kazdego s € 2" istnieja as, 55 < ¢ takie, ze

do(s) € {yas7 xas + bOés? xas - bas} oraz dl(s) € {y557 xﬁs + bﬁsﬂxﬁs - bﬁs}

Niech
vi=max ({a} U{as: s € 2"} U{Bs: s € 2"}).

Wobec () oraz (), jesli do(s) = ya, (di(s) = yg,), to a; < v (odpowiednio S, < 7).
Nastepnie sprawdzamy, ze v = a. Istotnie, w przeciwnym razie v = ay lub v = [,
dla pewnego s € 2", a wtedy do(s) = z, £ b, lub di(s) = x, £ b,, co razem @
przeczy (). Wobec (), do(s) # Ya,, di(s) # ys, oraz a = a; = S, dla wszystkich
5 € 2", bo w przeciwnym razie wymierny wspotczynnik przy x, w réwnaniu @ bytby
niezerowy. Dalej postepujemy tak jak w dowodzie twierdzenia , tzn. skoro dy(s) €
{g —ba, o +bs} dlase2” tob=10b, ¢ A. O
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