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Poni»ej omawiam skrótowo i oceniam zawarto±¢ wszystkich czterech roz-

dziaªów po kolei.

Rozdziaª 1: Zwarte podzbiory prostej

Wyniki przedstawione w tym rozdziale zasadniczo pochodz�a z pracy [1].

Gªównym rezutatem tego rozdziaªu jest Tw. 1.1, które ustanawia, »e warunek

(⋆)

dowolna nietrywialna skªadowa L przestrzeni X jest ªukiem o tej wªas-

no±ci, »e jedynie jego ko«ce mog�a by¢ punktami skupienia dopeªnienia

X \ L

charakteryzuje te zwarte przestrzenie metryczne, które zanurzaj�a si�e w prost�a

euklidesow�a. Rezultat ten istotnie wzmacnia imponuj�ace twierdzenie Kleina

i Moore'a z 1919 roku, które gªosi, »e warunek (⋆) charakteryzuje zwarte

podzbiory pªaszczyzny le»�ace na ªuku prostym. Twierdzenie 1.7 z pracy dok-

torskiej jest dowiedzione przy wykorzystaniu granic ci�agów odwrotnych, a
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wi�ec zupeªnie inn�a metod�a ni» w artukule [1], co bez w�atpienia jest dodatko-

wym osi�agni�eciem Doktoranta. Przy okazji mgr Kula sformuªowaª przejrzysty

Lemat 1.4, wcze±niej nieznany, podaj�acy maªo wymagaj�acy i prosty waru-

nek na to, by topologia granicy X∞ ci�agu odwrotnego przestrzeni liniowo

uporz�adkowanych dziedziczona z produktu pokrywaªa si�e z topologi�a linio-

wego porz�adku na X∞. Tym warunkiem jest, by odwzorowania fn : Xn →
Xn−1 byªy ci�agªymi niemalej�acymi suriekcjami, co powoduje naturalne zde�-

niowanie liniowego porz�adku na X∞ poprzez (xn) <∞ (yn)
df⇔ ∃n xn < yn.

Druga cz�e±¢ Rozdziaªu 1 omawia rodzaje zbiorów wa»ne w teorii arytme-

tyki zbiorów Cantora, w teorii zbiorów P -sum i teorii zbiorów osi�agalnych.

S�a to ró»nego rodzaju kantorwaªy, pojawiaj�ace si�e w peªnej charakteryza-

cji topologicznych typów algebraicznych sum dwóch jednorodnych zbiorów

Cantora (wyniki Mendesa i Oliveiry z 1994 roku). Tylko M -kantorwaªy po-

jawiªy si�e sze±¢ lat wcze±niej jako jeden z typów topologicznych zbioru pod-

sum bezwzgl�ednie zbie»nego szeregu rzeczywistego (wyniki Guthriego i Ny-

manna z 1988 roku). Natomiast L-kantorwaª to zwarty zbiór A ⊂ R taki, »e

sko«czone prawe ko«ce wszystkich A-luk s�a lewymi ko«cami A-przedziaªów

i jednocze±nie sko«czone lewe ko«ce wszystkich A luk s�a granicami ci�agów A-

przedziaªów. Omawiany Rozdziaª 1 zawiera charakteryzacj�e zwartych prze-

strzeni metrycznych homeomor�cznych z L-kantorwaªami (Tw. 1.10). To

warto±ciowy wynik.

Ostatnim rezultatem, który tu wspomn�e spo±ród wyników zawartych

w Rozdziale 1, jest wykazanie istnienia continuum wielu niehomeomor�cz-

nych L kantorwaªów (Tw. 1.17), co ra»�aco kontrastuje z M -kantorwaªami,

które wszystkie s�a wzajemnie homeomor�czne. Nota bene, ta ostatnia ob-

serwacja, cho¢ znana ju» wcze±niej, pojawia si�e z nowym dowodem w pre-

zentowanej pracy doktorskiej jako Wniosek 1.13.

Rozdziaª 2: Zbiory podsum

Ten rozdziaª jest oparty na pracy [4] i przedstawia nowatorskie podej±cie

od badania sum wa»onych zbie»nego szeregu geometrycznego (przez wszyst-

kich zwanych P -sumami).

Je±li (xn) jest, zazwyczaj zbie»nym do zera, ci�agiem liczb rzeczywistych,

a Σ jest sko«czonym zbiorem liczb rzeczywistych (z dopuszczeniem powtó-

rze«), to zbiór

S(Σ, (xn)) :=

{ ∞∑
i=1

σixi : (σi) ∈ ΣN

}
nazywamy zbiorem sum ci�agu (xn) wa»onych wagami z Σ. Niestety, ta na-

zwa doszcz�etnie przegraªa z historycznie ustalonym terminem zbiór P -sum,

który jest u»ywany tak»e w przedstawionej rozprawie (patrz str. 54). Zbiór
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osi�agalny ci�agu (xn) jest dokªadnie zbiorem sum wa»onych z wagami z {0, 1},
to jest, A(xn) = S({0, 1}, (xn)). W przypadku, gdy (xn) jest zbie»nym

ci�agiem geometrycznym o ilorazie q > 0, jego zbiór sum wa»onych wagami Σ

jest oznaczany symbolem E(Σ, q) tak, jak to czyni Doktorant

w swojej rozprawie. Wªasno±ci takich zbiorów byªy tematem pracy Bana-

kha, Bartoszewicza, Filipczak i Szymonik z 2015 roku, przeªomowej dla ba-

dania zbiorów osi�agalnych, gdy» je±li Σ jest zbiorem podsum zbioru sko«czo-

nego {p1, p2, . . . , pn} liczb dodatnich, to E(Σ, q) = A(p1, p2, . . . , pn; q),

gdzie Σ(p1, p2, . . . , pn; q) jest szeregiem multigeometrycznym. Fundamen-

talne twierdzenia z pracy Banakha, Bartoszewicza, Filipczak i Szymonik

pozwalaj�a wi�ec, w wielu przypadkach, rozstrzyga¢ o naturze topologicznej

zbiorów osi�agalnych szeregów multigeometrycznych i te twierdzenia pozo-

staj�a gªównym narz�edziem do tego sªu»�acym poza maªo czuªymi warunkami

Kakeyi i poza trudnymi w zastosowaniach wyra�nowanymi kryteriami No-

wakowskiego.

Na tym tle Wniosek 2.25 z ocenianej rozprawy postrzegam jako bardzo

istotny krok naprzód w trudnym zagadnieniu rozpoznawania, czy dany zbiór

osi�agalny jest zbiorem Cantora czy kantorwaªem. Oczywi±cie, Wniosek 2.25

jest tylko wnioskiem z gªównego twierdzenia tego rodziaªu, którym jest Tw.

2.21, podaj�ace siedem warunków równowa»nych na to, by E(Σ, q) zawieraª

przedziaª w sytuacji, gdy q jest odwrotno±ci�a ilo±ci wag Σ. To pi�ekne i mocne

twierdzenie zostaªo udowodnione w wielu starannie przedstawionych krokach,

posiªkuj�ac si�e poj�eciami z teorii ergodycznej i teorii kafelkowania. Jest to

pierwsze u»ycie tego typu narz�edzi do badania najtrudniejszego zagadnienia

teorii zbiorów osi�agalnyh i bez w�atpienia zasªuguje na zdecydowanie wy-

ró»nienie, gdy» otwiera nowe mo»liwo±ci w szukaniu sposobów przes�adzania

o typie topologicznym zbiorów osi�agalnych.

Kolejnym zaskoczeniem dla mnie byªo u»ycie wa»nego poj�ecia algebry �

wielomianów cyklotomicznych � przy wyprowadzaniu wspomnianego Wnio-

sku 2.25 z gªównego twierdzenia. Bogactwo narz�edzi matematycznych u»y-

tych w rozumowaniach Rozdziaªu 2 jest godne wyj�atkowego uznania i poka-

zuje, jak istotnie Doktorant rozwin�aª swoj�a znajomo±¢ matematyki w okresie

pracy nad przygotowaniem doktoratu.
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Rozdziaª 3: Zbiory podsum na pªaszczy¹nie R2

Centralnym wynikiem tego rozdziaªu, opartego na cz�e±ci pracy [2], jest Tw.

3.2, mówi�ace o tym, »e ka»dy zbiór P -sum (z 0 ∈ P i generowany przez do-

wolny szereg bezwzgl�ednie zbie»ny) jest ±ladem zbioru podsum A(xn, yn) na

osiOX dla odpowiednio dobranego bezwzgl�ednie zbie»nego szeregu Σ(xn, yn).

Unikanie przez wielu matematyków, ª�acznie ze mn�a, tematyki zbiorów

osi�agalnych na pªaszczy¹nie bierze si�e przede wszytstkim z braku znajo-

mo±ci wszystkich mo»liwych typów topologicznych takich zbiorów, gdy» na

pªaszczy¹nie nie mamy analogonu twierdzenia klasy�kacyjnego Guthriego-

Nymanna i w konsekwencji nie mo»na prowadzi¢ kluczowych rozumowa«,

które w przypadku jednowymiarowym opieraj�a si�e na tym wªa±nie twierdze-

niu. Dlatego naturalnym krokiem jest szukanie takich typów topologicznych.

�atwa obserwacja, »e je±li A(xn) i A(yn) s�a zbiorami osi�agalnymi na pro-

stej, to A(xn) × A(yn) jest zbiorem osi�agalnym na pªaszczy¹nie (Fakt 3.1 z

rozprawy), pozwala natychmiast zidenty�kowa¢ dziewi�e¢ niehomeomor�cz-

nych typów zbiorów osi�agalnych na pªaszczy¹nie w oparciu o dobrze znan�a

typologi�e na prostej rzeczywistej. Warto±ci�a Tw. 3.2 jest to, »e pozwala ono

(a dokªadniej jego dowód) na wykazanie istnienia dziesi�atego typu zbioru

osi�agalnego w R2 ró»nego od wszystkich elementarnych typów wymienionych

w Fakcie 3.1.

Oczywi±cie nie zamyka to kwestii ilo±ci typów zbiorów osi�agalnych na

pªaszczy¹nie i mam nadziej�e, »e Doktorant powrócie w przyszªo±ci do tego

dzi± bardzo trudnego zagadnienia. W trakcie czytania tego rozdziaªu przyszªo

mi do gªowy pytanie o to, czy ka»de ci�ecie zbioru osi�agalnego A(xn, yn) rów-

nolegªe do którejkolwiek osi, musi by¢ zbiorem P -sum. Pó¹niej spostrzegªem,

»e moje pytanie jest równowa»ne pytaniem Question 6.1 z pracy [2].

Rozdziaª 4: Centrum dystansów

W rozdziale tym opartym na samodzielnej pracy [3] Doktorant argumen-

tuje pozytywn�a odpowied¹ na ubiegªoroczne pytanie pani profesor Filipczak

o to, czy ka»dy zawieraj�acy zero podzbiór póªprostej nieujemnej jest cen-

trum dystansów pewnego podzbioru R. W dowodzie gªównego Twierdzenia

4.2 Doktorant konstruuje poprzez indukcj�e pozasko«czon�a zbiór o z góry

zadanym centrum dystansów, a pó¹niej wzmacnia swoj�a obserwacj�e przez

wykazanie, »e ów poszukiwany zbiór zawsze mo»na wybra¢ spo±ród zbiorów

Bernsteina (Tw. 4.4). To uzupeªnienie jest warto±ciowe i interesuj�ace, aczkol-

wiek z pewnego punktu widzenia idzie w zªym kierunku, gdy» zbiory Bernste-

ina s�a bardzo osobliwe (np. nie s�a mierzalne). Otó» ju» w czasach Pierwszych
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Warsztatów z Ponowoczesnej Analizy Rzeczywistej pi�e¢ lat temu bezskutecz-

nie zmagali±my si�e z podobnym pytaniem, czy ka»dy zwarty i zawieraj�acy

zero podzbiór póªprostej nieujemnej jest centrum dystansów pewnego zwar-

tego podzbioru R. Przez kilka kolejnych lat nie znale¹li±my odpowiedzi na

to pytanie, a zapisem naszej cz�e±ciowej odpowiedzi jest ostatnie twierdzenie

w pracy Bartoszewicza, Filipczak, Horbaczewskiej, Lindnera i ni»ej podipsa-

nego On the operator of center of distances between the spaces of closed sub-

sets of the real line z roku 2024, które mówi, »e ka»dy zwarty i zawieraj�acy

0 pozbiór [0, +∞) jest centrum dystansów pewnego domkni�etego podzbioru

tej póªprostej. Nasza konstukcja nie pozwoliªa na zapewnienie ograniczono-

±ci docelowego zbioru. Mo»e u»ycie podej±cia zaproponowanego przez Dok-

toranta w dowodzie Twierdze« 4.2 i 4.4 umo»liwi odpowied¹ na wspomniane

pytanie z 2020 roku?

Na tym sko«czyªem przedstawienie mojego punktu widzenia na poszcze-

gólne rozdziaªy ocenianej rozprawy. Teraz przejd�e do oceny generalnej.

Caªa rozprawa jest bardzo zwarta i osnuta wokóª najró»niejszych aspektów

nowej tematyki badawczej w analizie rzeczywistej, jak�a jest teoria zbiorów

osi�agalnych, która zapu±ciªa korzenie w kilku polskich o±rodkach matema-

tycznych niecaªe pi�etna±cie lat temu i od tego czasu owocnie si�e rozwija. Do

przeªomowych prac w tej dziedzinie na pewno zalicza si�e artykuª Bielasa, Ple-

wika i Walczy«skiej On the center of distances z 2018 roku i st�ad ta tematyka,

poprzez obu Promotorów, znalazªa si�e w kr�egu bada« Doktoranta. Kluczowe

dla klasy�kacji Guthriego-Nymanna poj�ecie kantorwaªu, pojawiªo si�e w doj-

rzaªej formie w pracy Mendesa i Oliveiry razem z innymi rodzajami specjal-

nych zbiorów zwartych na prostej, m.in. L-kantorwaªami i R-kantorwaªami,

których wybrane wªasno±ci s�a cz�e±ci�a osi�agni�e¢ Rozdziaªu 1. Rozdziaª 2, cho¢

na szerszym poziomie zbiorów P -sum ci�a gów geometrycznych, daje Wniosek

2.25, który rozstrzyga o typie topologicznym zbiorów osi�agalnych dla nie-

których wa»nych ci�agów multigeometrycznych. To zagadnienie nie dawaªo

si�e rozstrzygn�a¢ metodami klasycznymi, nawet uwzgl�edniaj�ac mocne wy-

niki Banakha, Bartoszewicza, Filipczak i Szymonik z 2015 roku. Rozdziaª 3

stawia czoªa niesklasy�kowanym topologicznie zbiorom osi�agalnym na pªasz-

czy¹nie, efektownie i nietrywialnie dowodz�ac istnienia dziesi�atego typu poza

podstawowymi dziewi�ecioma. Wreszcie Rozdziaª 4, cho¢ nie dotyczy bezpo-

±rednio zbiorów osi�agalnych, podaje rozwi�azanie zagadnienia suriektywno±ci

operatora centrum dystansów, któremu we±niej bezskutecznie próbowali±my

stawia¢ czoªa w kolejnych latach wspóªpracy w ramach Warsztatów z Po-

nowoczesnej Analizy Rzeczywistej, czy to w wersji zwartej z 2020 roku, czy

w wersji ogólnej upublicznionej przez pani�a profesor Filipczak w zeszªym

roku. Poj�ecie centrum dystansów zostªo wprowadzone we wspomnianej ju»
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pracy Bielasa, Plewika i Walczy«skiej z 2018 roku jako narz�edzie do rozpo-

znawania nieosi�agalno±ci zbiorów, wi�ec i Rozdziaª 4 jest wyra¹nie powi�azany

z tematyk�a zbiorów osi�agalnych i stanowi powrót do niebanalnych osi�agni�e¢

Promotorów w zakresie tej tematyki.

W moich oczach caªa dziaªalno±¢ badawcza Doktoranta jest spójnie skon-

centrowana wokóª teorii zbiorów osi�agalnych i cho¢ zajmuje si�e wieloma

aspektami tej tematyki, czyni to bardzo zró»nicowanymi narz�edziami,

w tym nowatorskimi zastosowaniami innych klasycznych i wa»nych teorii,

jak przedstawiªem to w mojej ocenie Rozdziaªu 2. Nie mog�e pomin�a¢ faktu,

»e w dorobku magistra Mateusza Kuli jest ju» jedna samodzielna publikacja,

co ostatnio � w doktoratach, w których nadawaniu uczestniczyªem � wi-

dziaªem siedem lat temu. Na wyra¹ne podkre±lenie zasªuguj�a te» uczciwo±¢

i skromno±¢ Doktoranta, który, b�ed�ac wspóªautorem publikacji [2], zaprezen-

towaª w rozprawie tylko t�e cz�e±¢ artykuªu, w której powstaniu uczestniczyª

w peªni, i pomin�aª obszern�a reszt�e, w tym wyj�atkowo obiecuj�ace poj�ecie

spektrum zbioru i zwi�azane z nim ciekawe wyniki.

Praca jest napisana nieprzeci�etnie starannie i z wielk�a erudycj�a mate-

matyczn�a. Wszystkie potrzebne poj�ecia s�a dokªadnie opisane, a dowody s�a

poprawne i dostatecznie szczegóªowe. Jedyn�a konieczn�a drobniutk�a korekt�a,

której potrzeb�e dostrzegªem, jest zamiana przysªówka negatywnie na pozy-

tywnie w szóstym od góry wierszu na stronie 54.

W konkluzji stwierdzam, »e oceniana rozprawa doktorska magistra Mate-

usza Kuli zawiera znacz�ace wyniki matematyczne z zakresu analizy rzeczy-

wistej, stanowi�ace oryginalne rozwi�azania kilku ciekawych problemów mate-

matycznych. Zgª�ebianie ±wiata zbiorów osi�agalnych jest atrakcyjnym progra-

mem, wymagaj�acym biegªo±ci w posªugiwaniu si�e klasycznymi narz�edziami

analizy rzeczywistej i domagaj�acym si�e znajdowania nowych narz�edzi dla

rozwi�azania wielu problemów otwartych w tej tematyce. Przedstawiona roz-

prawa stanowi niezbity dowód, »e Doktorant opanowaª obie te umiej�etno±ci

na ponadprzeci�etnie wysokim poziomie. W mojej ocenie rozprawa doktorska

magistra Mateusza Kuli nie tylko speªnia wszelkie ustawowe i zwyczajowe

wymogi dotycz�ace oryginalno±ci i zakresu prowadzonych bada«, ale na tyle

je przekracza, »e wnioskuj�e o uznanie tej rozprawy za wyró»nion�a, co bez

w�atpienia mocno uzasadniªem szczegóªowymi opiniami w zasadniczej cz�e±ci

niniejszej recenzji. Wnosz�e o przyznanie panu magistrowi Mateuszowi Kuli

stopnia doktora nauk matematycznych.


