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Ponizej omawiam skrétowo i oceniam zawarto$¢ wszystkich czterech roz-

dziatoéw po kolei.
Rozdzial 1: Zwarte podzbiory prostej

Wyniki przedstawione w tym rozdziale zasadniczo pochodza z pracy [1].
Glownym rezutatem tego rozdziatu jest Tw. 1.1, ktére ustanawia, ze warunek

dowolna nietrywialna sktadowa L przestrzeni X jest tukiem o tej wtas-
(%) mnosci, ze jedynie jego konice moga by¢ punktami skupienia dopetnienia
X\L
charakteryzuje te zwarte przestrzenie metryczne, ktére zanurzaja sie w prosta
euklidesowa. Rezultat ten istotnie wzmacnia imponujace twierdzenie Kleina
i Moore’a z 1919 roku, ktore glosi, ze warunek (%) charakteryzuje zwarte
podzbiory ptaszczyzny lezace na tuku prostym. Twierdzenie 1.7 z pracy dok-

torskiej jest dowiedzione przy wykorzystaniu granic ciggdéw odwrotnych, a
1
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wiec zupelnie inna metoda niz w artukule [1], co bez watpienia jest dodatko-
wym osiggnieciem Doktoranta. Przy okazji mgr Kula sformutowat przejrzysty
Lemat 1.4, weczesniej nieznany, podajacy malo wymagajacy i prosty waru-
nek na to, by topologia granicy X, ciagu odwrotnego przestrzeni liniowo
uporzadkowanych dziedziczona z produktu pokrywata sie z topologia linio-
wego porzadku na X.. Tym warunkiem jest, by odwzorowania f, : X, —
X,—1 byty ciagtymi niemalejacymi suriekcjami, co powoduje naturalne zdefi-
niowanie liniowego porzadku na X, poprzez (z,) <oo (Yn) &gy Tn < Yn-

Druga cze$é Rozdzialu 1 omawia rodzaje zbioréw wazne w teorii arytme-
tyki zbioré6w Cantora, w teorii zbioréw P-sum i teorii zbioréw osiggalnych.
Sa to réznego rodzaju kantorwaty, pojawiajace sie w peinej charakteryza-
cji topologicznych typéw algebraicznych sum dwoéch jednorodnych zbioréw
Cantora (wyniki Mendesa i Oliveiry z 1994 roku). Tylko M-kantorwaty po-
jawily sie szes¢ lat wczesniej jako jeden z typoéw topologicznych zbioru pod-
sum bezwzglednie zbieznego szeregu rzeczywistego (wyniki Guthriego i Ny-
manna z 1988 roku). Natomiast L-kantorwal to zwarty zbior A C R taki, ze
skoniczone prawe korice wszystkich A-luk sg lewymi konicami A-przedziatdow
i jednoczesnie skoriczone lewe korice wszystkich A luk sg granicami ciggéow A-
przedziatéw. Omawiany Rozdziat 1 zawiera charakteryzacje zwartych prze-
strzeni metrycznych homeomorficznych z L-kantorwatami (Tw. 1.10). To
wartosciowy wynik.

Ostatnim rezultatem, ktéry tu wspomne sposréd wynikéw zawartych
w Rozdziale 1, jest wykazanie istnienia continuum wielu niehomeomorficz-
nych L kantorwatow (Tw. 1.17), co razaco kontrastuje z M-kantorwaltami,
ktore wszystkie sa wzajemnie homeomorficzne. Nota bene, ta ostatnia ob-
serwacja, choé¢ znana juz wczeéniej, pojawia sie z nowym dowodem w pre-

zentowanej pracy doktorskiej jako Wniosek 1.13.

Rozdzial 2: Zbiory podsum

Ten rozdzial jest oparty na pracy [4] i przedstawia nowatorskie podejscie
od badania sum wazonych zbieznego szeregu geometrycznego (przez wszyst-
kich zwanych P-sumami).

Jesli (z,,) jest, zazwyczaj zbieznym do zera, ciagiem liczb rzeczywistych,
a X jest skoriczonym zbiorem liczb rzeczywistych (z dopuszczeniem powto-

rzeri), to zbior

S(2, (zn) = {Zm (07) € zN}

nazywamy zbiorem sum ciagu (x,) wazonych wagami z . Niestety, ta na-
zwa doszczetnie przegrata z historycznie ustalonym terminem zbiér P-sum,

ktory jest uzywany takze w przedstawionej rozprawie (patrz str. 54). Zbior
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osiggalny ciagu (x,) jest doktadnie zbiorem sum wazonych z wagami z {0, 1},
to jest, A(x,) = S({0,1}, (x,)). W przypadku, gdy (z,) jest zbieznym
ciagiem geometrycznym o ilorazie ¢ > 0, jego zbiér sum wazonych wagami 3
jest oznaczany symbolem E(3, q) tak, jak to czyni Doktorant
w swojej rozprawie. Wtasnosci takich zbioréw byly tematem pracy Bana-
kha, Bartoszewicza, Filipczak i Szymonik z 2015 roku, przetomowej dla ba-
dania zbioréw osiagalnych, gdyz jesli X jest zbiorem podsum zbioru skonczo-
nego {pi,p2,...,pn} liczb dodatnich, to E(X,q) = A(p1,p2,--.,Pn; ),
gdzie X(p1,p2,...,Dn; q) jest szeregiem multigeometrycznym. Fundamen-
talne twierdzenia z pracy Banakha, Bartoszewicza, Filipczak i Szymonik
pozwalaja wiec, w wielu przypadkach, rozstrzygaé¢ o naturze topologiczne;j
zbioréw osiggalnych szeregéw multigeometrycznych i te twierdzenia pozo-
staja gtéwnym narzedziem do tego stuzacym poza mato czutymi warunkami
Kakeyi i poza trudnymi w zastosowaniach wyrafinowanymi kryteriami No-
wakowskiego.

Na tym tle Wniosek 2.25 z ocenianej rozprawy postrzegam jako bardzo
istotny krok naprzéd w trudnym zagadnieniu rozpoznawania, czy dany zbior
osiggalny jest zbiorem Cantora czy kantorwatem. Oczywiscie, Wniosek 2.25
jest tylko wnioskiem z gtéwnego twierdzenia tego rodziatu, ktérym jest Tw.
2.21, podajace siedem warunkow réwnowaznych na to, by E(X,q) zawieral
przedzial w sytuacji, gdy ¢ jest odwrotnoscia ilosci wag . To piekne i mocne
twierdzenie zostato udowodnione w wielu starannie przedstawionych krokach,
positkujac sie pojeciami z teorii ergodycznej i teorii kafelkowania. Jest to
pierwsze uzycie tego typu narzedzi do badania najtrudniejszego zagadnienia
teorii zbioréw osiggaluyh i bez watpienia zastuguje na zdecydowanie wy-
réznienie, gdyz otwiera nowe mozliwosci w szukaniu sposobéw przesadzania
o typie topologicznym zbioréw osiggalnych.

Kolejnym zaskoczeniem dla mnie bylo uzycie waznego pojecia algebry —
wielomianéw cyklotomicznych — przy wyprowadzaniu wspomnianego Wnio-
sku 2.25 z gltéwnego twierdzenia. Bogactwo narzedzi matematycznych uzy-
tych w rozumowaniach Rozdziatu 2 jest godne wyjatkowego uznania i poka-
zuje, jak istotnie Doktorant rozwinal swoja znajomos$é matematyki w okresie
pracy nad przygotowaniem doktoratu.
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Rozdzial 3: Zbiory podsum na plaszczyznie R?

Centralnym wynikiem tego rozdziatu, opartego na czesci pracy [2], jest Tw.
3.2, mowiace o tym, ze kazdy zbior P-sum (z 0 € P i generowany przez do-
wolny szereg bezwzglednie zbiezny) jest sladem zbioru podsum A(zy,y,) na
osi OX dla odpowiednio dobranego bezwzglednie zbieznego szeregu X (y,, yn)-

Unikanie przez wielu matematykéw, tacznie ze mng, tematyki zbiordéw
osiggalnych na plaszczyznie bierze sie¢ przede wszytstkim z braku znajo-
mosci wszystkich mozliwych typéw topologicznych takich zbioréw, gdyz na
plaszczyznie nie mamy analogonu twierdzenia klasyfikacyjnego Guthriego-
Nymanna i w konsekwencji nie mozna prowadzié¢ kluczowych rozumowan,
ktore w przypadku jednowymiarowym opieraja sie na tym wilaénie twierdze-
niu. Dlatego naturalnym krokiem jest szukanie takich typéw topologicznych.
Latwa obserwacja, ze jesli A(x,) i A(y,) sa zbiorami osiggalnymi na pro-
stej, to A(xy,) X A(yn) jest zbiorem osiggalnym na plaszczyznie (Fakt 3.1 z
rozprawy), pozwala natychmiast zidentyfikowa¢ dziewie¢ niehomeomorficz-
nych typ6éw zbioréw osiagalnych na ptaszczyznie w oparciu o dobrze znang
typologie na prostej rzeczywistej. Wartoécia Tw. 3.2 jest to, ze pozwala ono
(a doktadniej jego dow6d) na wykazanie istnienia dziesiatego typu zbioru
osiagalnego w R? réznego od wszystkich elementarnych typéow wymienionych
w Fakcie 3.1.

Oczywiscie nie zamyka to kwestii ilosci typow zbiorow osiggalnych na
plaszczyznie i mam nadzieje, ze Doktorant powrdcie w przysztosci do tego
dzis bardzo trudnego zagadnienia. W trakcie czytania tego rozdziatu przyszto
mi do glowy pytanie o to, czy kazde cigcie zbioru osiagalnego A(zy,, yp) row-
nolegte do ktérejkolwiek osi, musi by¢ zbiorem P-sum. P6zniej spostrzegtem,
ze moje pytanie jest rownowazne pytaniem Question 6.1 z pracy [2].

Rozdziat 4: Centrum dystansow

W rozdziale tym opartym na samodzielnej pracy [3] Doktorant argumen-
tuje pozytywna odpowiedZ na ubiegloroczne pytanie pani profesor Filipczak
o to, czy kazdy zawierajacy zero podzbiér poélprostej nieujemnej jest cen-
trum dystanséw pewnego podzbioru R. W dowodzie gtéwnego Twierdzenia
4.2 Doktorant konstruuje poprzez indukcje pozaskonczona zbiér o z gory
zadanym centrum dystanséw, a po6zniej wzmacnia swoja obserwacje przez
wykazanie, ze 6w poszukiwany zbiér zawsze mozna wybraé¢ sposréd zbioréw
Bernsteina (Tw. 4.4). To uzupelnienie jest wartogciowe i interesujace, aczkol-
wiek z pewnego punktu widzenia idzie w ztym kierunku, gdyz zbiory Bernste-
ina sg bardzo osobliwe (np. nie sa mierzalne). Ot6z juz w czasach Pierwszych
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Warsztatow z Ponowoczesnej Analizy Rzeczywiste] piec¢ lat temu bezskutecz-
nie zmagaliémy sie z podobnym pytaniem, czy kazdy zwarty i zawierajacy
zero podzbiér péiprostej nieujemnej jest centrum dystanséw pewnego zwar-
tego podzbioru R. Przez kilka kolejnych lat nie znalezliémy odpowiedzi na
to pytanie, a zapisem naszej czedciowej odpowiedzi jest ostatnie twierdzenie
w pracy Bartoszewicza, Filipczak, Horbaczewskiej, Lindnera i nizej podipsa-
nego On the operator of center of distances between the spaces of closed sub-
sets of the real line z roku 2024, ktére mowi, ze kazdy zwarty i zawierajacy
0 pozbior [0, +00) jest centrum dystanséw pewnego domknietego podzbioru
tej potprostej. Nasza konstukcja nie pozwolita na zapewnienie ograniczono-
$ci docelowego zbioru. Moze uzycie podejscia zaproponowanego przez Dok-
toranta w dowodzie Twierdzen 4.2 i 4.4 umozliwi odpowiedz na wspomniane
pytanie z 2020 roku?

Na tym skoficzylem przedstawienie mojego punktu widzenia na poszcze-
gblne rozdzialy ocenianej rozprawy. Teraz przejde do oceny generalnej.

Cala rozprawa jest bardzo zwarta i osnuta wok6t najrézniejszych aspektow
nowej tematyki badawczej w analizie rzeczywistej, jaka jest teoria zbioréw
osiggalnych, ktéra zapuscita korzenie w kilku polskich osrodkach matema-
tycznych niecate pietnadcie lat temu i od tego czasu owocnie sie rozwija. Do
przetomowych prac w tej dziedzinie na pewno zalicza sie artykut Bielasa, Ple-
wika i Walczytiskiej On the center of distances z 2018 roku i stad ta tematyka,
poprzez obu Promotoréw, znalazta sie w kregu badan Doktoranta. Kluczowe
dla klasyfikacji Guthriego-Nymanna pojecie kantorwatu, pojawito sie w doj-
rzatej formie w pracy Mendesa i Oliveiry razem z innymi rodzajami specjal-
nych zbioréw zwartych na prostej, m.in. L-kantorwalami i R-kantorwatami,
ktorych wybrane wlasnosci sa czedcia osiagnie¢ Rozdziatu 1. Rozdziat 2, choé
na szerszym poziomie zbioréw P-sum cig géw geometrycznych, daje Wniosek
2.25, ktory rozstrzyga o typie topologicznym zbioréw osiggalnych dla nie-
ktorych waznych ciaggéw multigeometrycznych. To zagadnienie nie dawato
sie rozstrzygna¢ metodami klasycznymi, nawet uwzgledniajac mocne wy-
niki Banakha, Bartoszewicza, Filipczak i Szymonik z 2015 roku. Rozdziat 3
stawia czola niesklasyfikowanym topologicznie zbiorom osiagalnym na plasz-
czyznie, efektownie i nietrywialnie dowodzac istnienia dziesiatego typu poza
podstawowymi dziewiecioma. Wreszcie Rozdzialt 4, choé¢ nie dotyczy bezpo-
$rednio zbioréw osiggalnych, podaje rozwiazanie zagadnienia suriektywnodci
operatora centrum dystanséw, ktéremu wesniej bezskutecznie prébowalismy
stawia¢ czola w kolejnych latach wspolpracy w ramach Warsztatéw z Po-
nowoczesnej Analizy Rzeczywistej, czy to w wersji zwartej z 2020 roku, czy
w wersji ogolnej upublicznionej przez pania profesor Filipczak w zesztym

roku. Pojecie centrum dystanséw zostlo wprowadzone we wspomnianej juz
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pracy Bielasa, Plewika i Walczyniskiej z 2018 roku jako narzedzie do rozpo-
znawania nieosiggalnosci zbiordw, wiec i Rozdziat 4 jest wyraznie powigzany
z tematyka zbioréw osiagalnych i stanowi powrot do niebanalnych osiagnieé
Promotoréw w zakresie tej tematyki.

W moich oczach cata dziatalno$¢ badawcza Doktoranta jest spdjnie skon-
centrowana wokdt teorii zbioréw osiagalnych i choé¢ zajmuje sie wieloma
aspektami tej tematyki, czyni to bardzo zréznicowanymi narzedziami,
w tym nowatorskimi zastosowaniami innych klasycznych i waznych teorii,
jak przedstawitem to w mojej ocenie Rozdziatu 2. Nie moge pominaé¢ faktu,
ze w dorobku magistra Mateusza Kuli jest juz jedna samodzielna publikacja,
co ostatnio — w doktoratach, w ktérych nadawaniu uczestniczyltem — wi-
dziatem siedem lat temu. Na wyrazne podkreslenie zastuguja tez uczciwosé
i skromnos¢ Doktoranta, ktory, bedac wspotautorem publikacji [2], zaprezen-
towal w rozprawie tylko te czesé artykutu, w ktérej powstaniu uczestniczyt
w pelni, i pominal obszerna reszte, w tym wyjatkowo obiecujace pojecie
spektrum zbioru i zwiazane z nim ciekawe wyniki.

Praca jest napisana nieprzecigtnie starannie i z wielka erudycja mate-
matyczna. Wszystkie potrzebne pojecia sa dokltadnie opisane, a dowody sa
poprawne i dostatecznie szczegbtowe. Jedyna konieczna drobniutka korekta,
ktorej potrzebe dostrzeglem, jest zamiana przystéwka negatywnie na pozy-

tywnie w széstym od géry wierszu na stronie 54.

W konkluzji stwierdzam, ze oceniana rozprawa doktorska magistra Mate-
usza Kuli zawiera znaczace wyniki matematyczne z zakresu analizy rzeczy-
wistej, stanowiace oryginalne rozwigzania kilku ciekawych probleméw mate-
matycznych. Zgtebianie §wiata zbioréw osiggalnych jest atrakcyjnym progra-
mem, wymagajacym biegtosci w postugiwaniu sie klasycznymi narzedziami
analizy rzeczywistej i domagajacym sie znajdowania nowych narzedzi dla
rozwiazania wielu probleméw otwartych w tej tematyce. Przedstawiona roz-
prawa stanowi niezbity dowo6d, ze Doktorant opanowat obie te umiejetnosci
na ponadprzecietnie wysokim poziomie. W mojej ocenie rozprawa doktorska
magistra Mateusza Kuli nie tylko spelnia wszelkie ustawowe i zwyczajowe
wymogi dotyczace oryginalnosci i zakresu prowadzonych badari, ale na tyle
je przekracza, ze wnioskuje o uznanie tej rozprawy za wyrézniona, co bez
watpienia mocno uzasadnitem szczegétowymi opiniami w zasadniczej czedci
niniejszej recenzji. Wnosze o przyznanie panu magistrowi Mateuszowi Kuli

stopnia doktora nauk matematycznych.



