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Recenzja rozprawy doktorskiej
mgra Mateusza Kuli
Zbiory podsum szeregdéw liczbowych zbieznych

Promotorem rozprawy jest Profesor Szymon Plewik, a promotorem
pomocniczym jest Doktor Wojciech Bielas. Rozprawa sktada sie z czterech
rozdziatéw. Czes¢ wynikdéw rozprawy jest juz opublikowana w trzech
artykutach o zasiegu miedzynarodowym. Przy pisaniu recenzji zapoznatem
sie tez z omdwieniami wynikdédw Autora przez recenzentéw Mathematical
Reviews a takze z recenzja wewnetrzna przy przyjmowaniu jednego z
artykutéw do druku.

Przystepuje do szczegdlowego omodwienia wynikdéw zamieszczonych w
rozprawie. Pierwsze trzy rozdzialy rozprawy sg poswiecone badaniu podsum
szeregbw liczbowych. Jesli w przestrzeni Banacha dany jest szereg )., Zn,
ktéry jest bezwarunkowo zbiezny, to wtedy mozemy moéwié o zbiorze
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Zbiory te nazywamy zbiorami podsum szeregu y_,, Tn. Jak tatwo zauwazyc
taki zbiér A(zx,) jest obrazem ciaglym zbioru Cantora. Za prekursora badan
nad zblorami podsum szeregdw uwaza sie Soichi Kakeya, ktéry w 1914 roku
opublikowal artykul On the set of partial sums of an infinite series, gdzie
pokazal, ze takie zbiory sg doskonate. Przez wiele lat pojecie zbioru podsum
szeregu nie budzito zainteresowania matematykdéw. Zbiory podsum szeregéw
zaczely pojawiaé sie pod koniec XX wieku w zwiazku z badaniami przez
Mendesa i Oliveire topologicznej struktury arytmetycznej sumy dwu zbioroéw
Cantora. Wtedy oprécz zbioru Cantora zaczely powstawaé takie pojecia
jak L-Cantorval, R-Cantorval i M-Cantorval do badania, ktérych potrzebna
byla znajomoéé faktéw z teorii liniowych porzadkdéw. Tematyka zbiordw
Cantora 1 przestrzeni liniowo uporzadkowanych byta podejmowana przez
Profesora Jerzego Mioduszewskiego z chwila pojawienia sie go w Katowicach
w 1966 roku. W roku akademickim 1966 /67 zaczat prowadzié seminarium dla
studentéw czwartego roku Filii Uniwersytetu Jagielloniskiego (przeksztalconej




w 1968 roku wraz z Wyzszg Szkotg Pedagogiczng w Uniwersytet Sl@ski). Do
dnia dzisiejszego 97-letni Profesor interesuje si¢ dziatalnoécig naukows grupy
topologdéw z Instytutu Matematyki, do ktérej nalezy najmtodszy, Mateusz
Kula.

Niewgtpliwie, w Katowicach badania nad zbiorami sum szeregéw
zainicjowal Profesor Szymon Plewik. W wyniku wspélpracy powstala
publikacja napisana w Katowicach

W. Bielas, M. Kula, Sz. Plewik, On compact subsets of the reals. Topology
Appl. 346, Paper No. 108854 (2024). 10s.

Wyniki zawarte w tej pracy sg omawiane w pierwszym rozdziale. Rozdziat
ten mnie jest prostym przettumaczeniem wspomnianego juz artykutu trzech
autoréw. Autor rogzprawy wprowadza nowe zmiany w dowodach, czesto
stosuje metode dowodzenia twierdzen technika granic odwrotnych, dodaje
nowe fakty.

Zbiér podsum szeregu liczbowego bezwzglednie zbieznego ma jedng z
czterech postaci: zbidr skoficzony, skonczona suma przedziatéw domknietych,
zbiér Cantora lub M-Cantorval. Ten wynik to twierdzenie Guthriego-
Nymanna opublikowane w 1988 roku w Collogquium Mathematicum. Do tego
twierdzenia Mateusz Kula powraca tez w rozdziale trzecim.

Cantorvale to podszbiory zwarte prostej, to z grubsza moéwigc, zbiory
Cantora z doklejonymi do nich w rézny sposéb odcinkami. Okazuje sie,
ze suma algebraiczna dwoéch jednorodnych zbioréw Cantora ma jedng z
pieciu postaci: przedziat domkniety, zbiér Cantora, L-Cantorval, R-Cantorval
lub M-Cantorval. Pojecia L-Cantorvalu i R-Cantorvalu sg symetryczne, a
zalezg od doklejania odcinkéw z lewej lub prawej strony i dlatego wystarczy
dowodzié¢ twierdzen dla L-Cantorvali. Twierdzenia dla R-Cantorvali sg
analogiczne. W rozprawie pokazano w oparciu o twierdzenie Mazurkiewicza-
Sierpinskiego, ze istnieje continuum niehomeomorficznych L-Cantorvali. W
rozprawie jest podana definicja specjalnych L-Cantorvali i udowodniono,
ze kazde takie dwa specjalne L-Cantorvale sg homeomorficzne. Jest tez
pokazane, ze dowolne dwa M-Cantorvale sg homeomorficzne. Dowody
wymagaja charakteryzacji zwartych przestrzeni metrycznych, ktore sg
zanurzalne w prostg rzeczywista.

Rozdzial drugi jest wynikiem wspdlpracy naukowej z Szymonem Glabem.
W czasie zajeé Szkoty Doktorskiej obaj Panowie Mateusz Kula i Szymon
Glab, natrafili na interesujacy artykut:

R. Kenyon, Projecting the one-dimensional Sierpiniski gasket, Israel J.
Math. 97 (1997), s. 221-238,




ktéry zainspirowat ich do badania podsum szeregéw multigeometrycznego.
W tym rozdziale mozna znalezé uogélnienia rezultatéw z pracy Kenyona.
Gléwnym wynikiem tego rozdzialu jest twierdzenie, ktére zawiera siedem
warunkéw réwnowaznych dotyczacych podsum szeregu multigeometrycznego.
Jak zapowiada Autor rozprawy zawarto$é tego rozdzialu chce opublikowaé
wspélnie z Szymonem Glabem.

Rozdzial trzeci jest zwigzany z badaniem zbioréw podsum szeregbéw
na plaszczyznie. Ta cze$¢ rozprawy jest napisana na podstawie wspolne;
publikacji Autora z jego réwiesnikiem z Uniwersytetu Lédzkiego Piotrem
Nowakowskim.

M. Kula, P. Nowakowski, Achievement sets of series in R?, Results Math.
79 no. 6. Paper No. 221 (2024), 24s.

Gléwnym celem tego rozdzialu jest préba znalezienia charakteryzacii
podobnej do wspomnianego juz twierdzenia Guthriego-Nymanna. Zadanie
wydaje mi sie trudne. Na plaszczyZnie zbiory Cantora zachowuja sie
catkiem inaczej niz na prostej. Na przyktad, kazdy homeomorfizm pomiedzy
dwoma zbiorami Cantora polozonymi na plaszczyZnie mozna przedhuzyé
do homeomorfizmu plaszczyzny. Takie twierdzenie nie jest prawdziwe gdy
plaszczyzne zastapimy prosta rzeczywista. Dlatego nie udalo sie znalezé
analogonu twierdzenia Guthriego-Nymanna. Rozdzial rozpoczyna sie od
nastepujacej obserwacji:

Niech I bedzie przedziatem domknigtym, C' - zbiorem Cantora, a M niech
bedzie M-Cantorvalem. Kazdy ze zbioréw {0}, I, C, M, Ix I, IxC,Ix M,
CXM, M xM jest homeomorficany ze zbiorem A(z,,y,) dla pewnego szerequ
bezwzglednie zbieznego 3., (@, yn) na plaszczyinie.

Autor rozprawy przedstawia twierdzenie wraz z dowodem ze wspélnej
pracy z Piotrem Nowakowskim, ktére umozliwia udowodnienie, zZe istnieje
zbiér podsum A(z,, yn) na plaszczyznie, ktéry nie jest zadnego typu sposréd
wymienionych we wspomnianej obserwacji.

Rozdzial czwarty przedstawia wynik Autora zawarty w artykule:

M. Kula, Center of distances and Bernstein sets, Real Anal. Exchange,
Advance Publication 1 - 6 (2025).

Autor odpowiada na pytanie Malgorzaty Filipczak postawione
dwukrotnie na konferencjach Inspirations in Real Analysis 1T (2024), 46th
Summer Symposium in Real Analysis (2024)

Czy kazdy zbiér A C [0, c0) zawierajgcy 0 jest centrum dystanséw
pewnego zbioru X C R 7

Pojecie zbioru dystanséw zostato wprowadzone w artykule:
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W. Bielas, Sz. Plewik, M. Walczynska, On the center of distances, Eur.
J. Math. 4 no. 2 (2018), s.687-608
dla przestrzeni metrycznej (X, d) jako zbiér

S(X) :=={a €[0,00) : VoexIyexd(z,y) = a}.

Pojecie to okazalo sie bardzo dobrym narzedziem w dowodach o
niemozliwosci przedstawienia danego zbioru jako zbioru podsum szeregu.
W opublikowanej pracy Mateusz Kula odpowiedziat pozytywnie na pytanie
Malgorzaty Filipczak i jeszcze dodatkowo pokazal, ze taki zbiér moze
by¢ zbiorem Bernsteina. W wewnetrznej recenzji dla Real Anal. Exchange
Recenzent napisal:

In conclusion, the results presented in this paper are of significant interest
to me and to others working in the field of achievement sets. I believe the
findings will appeal to a broad audience.

Redakcja po zapoznaniu sie z recenzja uznata, ze prace mozna drukowadé
bez poprawek jezykowych.

Artykut omawiany w czwartym rozdziale $wiadczy, ze Mateusz Kula jest
dojrzatym i utalentowanym badaczem naukowym i zastuguje na doktorat z
wyrdznieniem.

Konkluzja. Autor rozprawy posiada umiejetnodé nawiazywania licznych
kontaktéw naukowych, a nastepnie podjecia owocnej wspolpracy. Rozprawa
doktorska mgra Mateusza Kuli spelnia z nawigzks wymagania ZWYCZajowe
jakie sa stawiane pracom doktorskim przez ustawe z dnia 20 lipca 2018
r. Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce (Dz. U. 2021 poz. 478 z pézn.
zm.). Po zapoznaniu si¢ z rozprawsg i opiniami recenzentéw jego publikacji
w czasopismach stwierdzam, ze autor w wysokim stopniu opanowal wiedze
teoretyczng i metody niezbedne do samodzielnego prowadzenia badan
naukowych. Wnosze o dopuszczenie Pana mgra Mateusza Kuli do dalszych
etapow postepowania o nadanie stopnia doktora w dyscyplinie matematyka.

Warszawa, 28 lipca 2025 r.




