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Recenzja rozprawy doktorskiej magistra Mateusza Kuli

»Zbiory podsum szeregoéw liczbowych zbieznych”

Rozprawa doktorska Pana magistra Mateusza Kuli zostata przygotowana w Instytucie
Matematyki Uniwersytetu Slaskiego pod opieka prof. dra hab. Szymona Plewika (promotor) oraz
dra Wojciecha Bielasa (promotor pomocniczy). Po$wigcona jest réznorodnym wtasnosciom
pewnych zbioréw zwartych definiowanych poprzez szeregi zbiezne. Rozprawa liczy 66 stron
maszynopisu 1 sklada si¢ ze streszczen w jezyku polskim i1 angielskim, czterech rozdziatéow i

bibliografii zawierajacej 45 pozycji.

W rozdziale pierwszym omdéwione sg rezultaty pochodzace z pracy W. Bielas, M. Kula, Sz.
Plewik, On compact subsets of the reals, Topology Appl. 346, Paper No 108854 (2024). Gtéwnym

obiektem rozwazan jest warunek

(*) dowolna nietrywialna sktadowa L przestrzeni X jest tukiem o tej wlasnosci, ze jedynie

jego konce moga by¢ punktami skupienia zbioru X\L.

Twierdzenie 1.7 glosi, ze dla dowolnej zwartej przestrzeni metrycznej X warunek (*) implikuje
fakt, ze przestrzen X jest homeomorficzna z podzbiorem prostej. Wynik ten jest istotnym
wzmocnieniem klasycznego wyniku Kleina i Moore'a, ktorzy rozwazali analogiczny warunek dla
zwartych podzbioréw ptaszczyzny. Godny podkreslenia jest fakt, ze Autor rozprawy
zaproponowatl istotng modyfikacje dowodu wykorzystujac interesujgce pojecie granicy ciggu
odwrotnego.

W drugiej cze¢sci rozdziatu rozwazane sg specyficzne zwarte podzbiory prostej, powstajace

jako algebraiczne sumy zbioréw Cantora nazywane w pracy M-Cantorvalami, L-Cantorvalami oraz

R-Cantorvalami. Najdoktadniej charakteryzowane sg L-Cantorvale, czyli takie niepuste zwarte



podzbiory prostej, dla ktérych kazdy prawy koniec luki jest jednoczesnie koncem zawartego w tym
zbiorze przedziatu oraz kazdy lewy koniec luki lezy w skladowej trywialnej tego zbioru. W
Twierdzeniu 1.17 pokazano, wykorzystujac twierdzenie Mazurkiewicza-Sierpinskiego z 1920 roku,
ze istnieje continuum niehomeomorficznych L-Cantorvali. Wynik ten jest tym ciekawszy, ze
wszystkie M-Cantorvale s3 homeomorficzne (nowy, oryginalny dowdd tego faktu zawarty jest we
Whniosku 1.13). Ponadto, interesujace Twierdzenie 1.10 o niebanalnym dowodzie, wykorzystuje
warunek (*) 1 granice ciagu odwrotnego do charakteryzacji zwartych przestrzeni metrycznych

homeomorficznych z L-Cantorvalami.

Rozdziat 2 poswiecony jest zbiorom podsum szeregéw, zwanych takze zbiorami
osiggalnymi. Wyniki pochodzg z pracy Sz. Gtab, M. Kula, Kenyon theorem revisited dostgpnej na

platformie ArXiv. Wiadomo (ze stynnego wyniku Guthriego i Nymanna z 1988 roku), ze zbior

A(x,) podsum bezwzglednie zbieznego szeregu an jest zbiorem skonczonym, skonczong sumg
przedziatéw domknigtych, zbiorem Cantora lub M-Cantorvalem. Znajac szybko$¢ zbiezno$ci
szeregu an, dzigki klasycznym nieréwnosciom Kakeyi, mamy petna informacje kiedy A(x,)
jest skonczong sumg przedzialéw oraz cze¢sciowa informacj¢ (znane jest tylko wynikanie) dotyczaca

zbioréw Cantora. Od ponad czterdziestu lat trwaja proby znalezienia warunku na to aby A(x,) byt

M-Cantorvalem, a doktadniej rozstrzygnigcie czy dany zbidr osiggalny jest zbiorem Cantora czy tez

M-Cantorvalem. Autorzy artykulu mierzg si¢ z tym problemem wykorzystujac pojecie zbioréw
samopodobnych, czyli zbioréw postaci Eﬁ ,q)‘—.’ {Zaiqi :(q)DZN } gdzie ¥ jest pewnym zbiorem
skonczonym zas qD(O,l). Zbiory samopodobne stanowig uogdlnienie zbioréw podsum ciggdéw

multigeometrycznych, czegsto wykorzystywanych przy prébach odpowiedzi na wcze$niej

sformutowane pytanie.

Autor rozprawy, po przytoczeniu podstawowych definicji i wtasnos$ci, prezentuje ciag
niebanalnych lematéw prowadzacych do gléwnego w tym rozdziale Twierdzenia 2.21. Twierdzenie
to zawiera siedem warunkow réwnowaznych faktowi, ze zbidr E(Z,q) zawiera przedzial (przy
zalozeniu, ze g jest odwrotno$cia mocy zbioru X). Warunki prezentuja réznorodne 1 niekiedy
zaskakujace dla mnie punkty widzenia oraz bogactwo narzedzi, wykorzystujac miedzy innymi
pojecie kafelkowania, miary probabilistyczne, ich sploty a takze teori¢ ergodyczng. Bardzo wazne

wydajg mi si¢ takze wnioski z tego twierdzenia, ze szczegdlnym uwzglednieniem Wniosku 2.25.

Rozdziat trzeci przedstawia cze¢S¢ wynikow z pracy M. Kula, P. Nowakowski, Achievement
sets of series in R’, Results Math. 79 no. 6, Paper No. 221 (2024) dotyczacych réznych typéw
topologicznych zbioréw osiggalnych na ptaszczyznie. Wiadomo, ze jeSli A i B s3 zbiorami
osiggalnymi na prostej, to AX B jest zbiorem osiggalnym na plaszczyznie. Wiadomo tez, Ze istniejg
takze zbiory podsum niehomeomorficzne z zadnym ze zbioréw takiej postaci. Magister Kula pyta
czy istnieje zbidr osiggalny na plaszczyznie, ktéry nie jest homeomorficzny z zadnym zbiorem
stanowigcym skonczong sume¢ zbioréw homeomorficznych z A% B. Pozytywng odpowiedz na to
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pytanie daje konstrukcja przedstawiona we Wniosku 3.3 wykorzystujaca interesujagcg samg w sobie
konstrukcje zawartg w dowodzie Twierdzenia 3.2. Godny zauwazenia jest fakt, ze Autor rozprawy
pomingt znaczng cz¢s¢ wynikOw cytowanej pracy, deklarujac ze nalezg one do wspétautora.

Bardzo krétki rozdziat czwarty oparty jest na samodzielnej pracy pana Mateusza Kuli
opublikowanej w numerze 50 czasopisma Real Analysis Exchange i dotyczy pojecia centrum
dystansow. Mam do tej czesci rozprawy wyjatkowy stosunek, poniewaz zawiera cenng i nietatwa
konstrukcje rozwigzujaca problem z ktérym przez dlugi czas si¢ zmagatam, a takze stawiatam jako
pytanie na dwoéch miedzynarodowych konferencjach. Przypomneg, ze centrum dystanséw

przestrzeni metrycznej (X,d) nazywamy zbior S ()é) {E [@9 ):D g x Qoxd (X, y) =a}. Magister
Kula w Twierdzeniu 4.2 dowodzi, ze dla dowolnego zbioru A [ [0,00) o tej wlasnosci, ze 0LJA

istnieje zbior X U R taki, ze S(X)=A. Pokazuje takze (Twierdzenie 4.4), ze zbiér X mozna wybrac

tak aby byt on zbiorem Bernsteina.

Wyniki zawarte w rozprawie oceniam bardzo wysoko. W mojej opinii rozszerzajag one
istotnie wiedze¢ dotyczacg zbiorow osiggalnych 1 centrow dystanséw. Trzymajac si¢ Scisle
zapowiedzianego tematu, Autor wykazal si¢ znajomo$cia wielu zagadnieh zwigzanych z
rozmaitymi dzialami matematyki. Z zainteresowaniem zapoznalam si¢ z wlasnosciami granic
odwrotnych, kafelkowania oraz wielomianéw cyklotomicznych. Podoba mi si¢ staranne oddzielanie
wilasnych dowodoéw od wynikéw znanych wczesniej. Nawet jesli praca zawiera oryginalny dowod
Autora to - jesli wynik jest znany - zostato to wyraznie zaznaczone w tekscie. Warto zaznaczyc¢, ze
te nowe, autorskie dowody bywajg bardzo ciekawe. Przyktadem jest tu dowdd faktu, ze wszystkie
M-Cantorvale s3 homeomorficzne, wykorzystujagcy wilasnosci przeliczalnych przestrzeni liniowo
uporzadkowanych. Uwazam tez za bardzo interesujacy pomyst zaprezentowania nowych dowodéw,
opartych o metod¢ granic odwrotnych. Doceniam takze bogactwo narzedzi pozwalajacych na

sformutowanie az siedmiu ré6znorodnych réwnowaznych warunkéw w Twierdzeniu 2.21.

Magister Kula uzyskal swoje wyniki we wspdlpracy z czterema matematykami. Poza
promotorem i promotorem pomocniczym z (macierzystego dla doktoranta) Uniwersytetu Slaskiego
znajduja si¢ wsrdd nich naukowcy z Politechniki £.6dzkiej oraz Uniwersytetu £.6dzkiego. Dowodzi
to w moim pojeciu szerokich zainteresowan i znacznej dojrzalo$ci Autora rozprawy. Godny
szacunku 1 rzadko spotykany wydaje mi si¢ fakt, ze pan Kula pomingt w swojej rozprawie znaczng

czes¢ wynikow uzyskanej w pracy wspolnej z dr. Piotrem Nowakowskim.

Praca zostala napisana tadnym jezykiem, dowody sg czytelne i klarowne, chociaz niekiedy
przedstawione dos¢ skrétowo. Zapewne ilo$¢ uzytych poje¢ spowodowata, ze pomini¢to kilka
przydatnych definicji (na przykiad definicje jednorodnego zbioru Cantora 1 przedziatu
maksymalnego w L-Cantorvalu oraz przestrzeni rozproszonej). Troch¢ mnie tez zdziwito, ze w
dowodzie Faktu 2.5 (nieréwno$ci Kakeyi) pominigto akurat czes$¢ (iii), zastepujac dowdd

odwotaniem do pracy dostgpnej tylko jako preprint na arXiv.



Rozprawa jest bardzo starannie zredagowana. Zauwazylam tylko cztery drobne biledy

edytorskie:

- na stronie 40. w sformutowaniu warunku (VI) brakuje stowa "na";

- na stronie 49. (w 4. wierszu) niepotrzebnie dwukrotnie pojawia si¢ symbol X;

- na stronie 53. w trzecim wierszu zamiast "przed" powinno by¢ "przez", a w wierszu 13. zamiast
A(xn) powinno by¢ {(x, x) cxl A(xn )} ;

- na stronie 56. (wiersz 6.) powinno by¢ "pozytywnie" zamiast "negatywnie".

Biorgc pod uwage dlugos¢ rozprawy i bogactwo zawartych w niej wynikéw $wiadczy to o

ponadprzeci¢tnej starannosci Autora.

Reasumujac, stwierdzam ze rozprawa doktorska magistra Mateusza Kuli zawiera znaczgce
wyniki z zakresu szeroko rozumianej analizy rzeczywistej. Moim zdaniem opiniowana rozprawa
spelnia z naddatkiem wszystkie ustawowe i zwyczajowe wymagania stawiane rozprawom
doktorskim, wnioskuje wiec o uznanie jej za wyr6zniong i dopuszczenie autora, magistra
Mateusza Kuli, do dalszych etapow przewodu doktorskiego.



