Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Krzysztofa Bielasa
Applications of topos theory to quantum physics

Rozprawa doktorska pana mgr. Krzysztofa Bielasa pos§wigcona jest kilku fundamentalnym
problemom fizyki teoretycznej, do badania ktorych zastosowano zaawansowane metody
algebraiczne. Przez podejscie algebraiczne rozumiem tu (tak samo jak autor rozprawy)
zapoczatkowany przez von Neumanna opis mechaniki kwantowej poprzez algebry operatoréw,
gdzie strukture hilbertowska odzyskuje si¢ poprzez konstrukcje typu Gelfanda-Naimarka-
Segala, a struktur¢ probabilistyczng poprzez twierdzenie Gleasona. Nastgpnym krokiem jest
badanie struktur logicznych na operatorach rzutowych (logiki kwantowe, badanie ktorych
rowniez rozpoczal von Neumann we wspotpracy z Garrettem Birkhoffem). Kulminacyjnym, a
przynamniej najnowszym etapem rozwoju tego sposobu patrzenia na mechanike kwantowa jest
,»przethumaczenie” go na jezyk teorii kategorii, w szczegdlnosci wystepujaca w tytule rozprawy
teori¢ toposow. ,Na rynku” sg dwa kategoryczne podejscia do mechaniki kwantowe;j:
historycznie nieco wczesniejsze rozwijane przez Ishama i Doringa oraz ,holenderskie”
Heunena, Landsmana i Spittersa. Cho¢, na pierwszy rzut oka, sg one podobne, to drugie (tu
réwniez piszacy te stowa zgadza si¢ z autorem rozprawy) jest nieco atrakcyjniejsze. Pozwala
on bowiem na tatwiejsze badanie zwigzkow migdzy mechanikg kwantowa i klasyczng. Autorzy
nazwali ten program ,,bohryfikacja”, gdyz jest, przynajmniej cze$ciowa, realizacjg idei Bohra,
wedle ktorej wszelkie zjawiska kwantowe, pomimo ich nieklasycznego charakteru, powinny
by¢ opisywane w kategoriach klasycznych. W tym sensie celem bohryfikacji jest znalezienie
,dobrze zachowujacej” si¢ przestrzeni fazowej dla uktadu kwantowego. Oczywiscie taka
przestrzen fazowa nie jest, w ogolnosci, przestrzenig topologiczng ale obiektem teorio-
kategorycznym (‘locale’), ktory, z kolei, mozna badaé poprzez odpowiadajaca mu krate
(‘frame’). A stad juz blisko do poréwnywania uktadéw klasycznych i kwantowych.

Drugim filarem, na ktorym oparte s rozwazania przedstawione w rozprawie (i na tym, tzn.
pofaczeniu obu filarow, polega przede wszystkim jej najbardziej nowatorski i oryginalny
charakter) jest teoria modeli, w szczeg6lno$ci pochodzacy od Paula Cohena pomyst tzw.
forcingu, tj. metody Kkonstruowania, czy raczej rozszerzania istniejacych modeli
teoriomnogos$ciowych do innych o zdanych wlasnosciach. Badania dotyczace zastosowan teorii
modeli w fizyce zostaly zapoczatkowane w latach siedemdziesiatych przez Paula Benioffa
préba odpowiedzi czy i, ewentualnie, jakie modele teorii mnogosci ZFC (Zermelo-Fraenkla +
pewnik wyboru) iich forcingowe rozszerzenia moga by¢ nosnikami dla matematycznego opisu
mechaniki kwantowej. W pewnym sensie negatywny wynik Benioffa wplynat na niezbyt
intensywny dalszy rozwo6j badan tego typu (cho¢, zdaniem piszacego te stowa, problematyka
jest fascynujaca). Chlubnym wyjatkiem jest $rodowisko naukowe, w ktérym powstata
recenzowana rozprawa.



Rozprawa doktorska pana Bielasa sklada si¢ z siedmiu rozdziatlow 1 dwoch dodatkow.
Rozdzialy 1-3 oraz oba dodatki poswigecone sa wprowadzeniu do problematyki rozprawy
(rozdziat 1) oraz opisu jej matematycznego aparatu, wybranych aspektow teorii kategorii i teorii
modeli (rozdziat 2 i dodatek B) oraz strukturom krat operatorow rzutowych na przestrzeniach
Hilberta (rozdzial 3 1 dodatek A). Opis jest bardzo dobry, logicznie spdjny 1 wyczerpujacy w
zakresie niezbednym dla $ledzenia watkow oryginalnych. Utrzymany zostat na odpowiednim
poziomie rygor matematyczny. Bibliografia, do ktorej odwotuje si¢ autor, zawiera wszystkie
znane recenzentowi podstawowe prace z obszarow poruszanych w rozprawie.

Oryginalna cze$¢ dysertacji to rozdzialy 4-7. Powstala ona gléwnie na bazie czterech
oryginalnych, wspoétautorskich prac autora opublikowanych w latach 2015-2023 w
czasopismach i ksigzkach o zasiggu mi¢dzynarodowym.

U podstaw rozwazah przedstawionych w rozdziale 4 lezy hipoteza, ze w réznych skalach
zjawiska fizyczne opisywane sg za pomocg réznych modeli, np. odpowiednich przestrzeni
topologicznych, toposow, czy modeli ZFC (vide supra). Przejscie od jednego modelu do innego
dokonuje si¢ w wyniku pewnych ,,gwaltownych” procesow (np. inflacji we wczesnym etapie
ewolucji Wszech§wiata). Obserwacje narzucaja pewne ograniczenia na wybor konkretnych
modeli. Tak wiec, zaktadamy, ze w duzej skali czasoprzestrzen jest modelowana za pomoca
gladkiej rozmaitosci lokalnie dyfeomorficznej z R", gdzie R jest prostg rzeczywista, tzn.
cialem algebraicznym uporzadkowanym, domknigtym w sensie Dedekinda. Wszystkie modele
mocy kontinuum takiego ciala sg izomorficzne, co oznacza jednoznaczno$¢ modelu w
rozpatrywanej skali. Z drugiej strony, zgodnie z hipoteza, na poziomie mikroskopowym
(., kwantowym”) liczby rzeczywiste mogg by¢ skonstruowane w ramach jakiego$ modelu ZFC.
Poniewaz r6zne modele ZFC o danej mocy moga nie by¢ izomorficzne istnieje wiele sposobow
konstruowania ,kwantowych liczb rzeczywistych”. Odpowiednie modele ZFC mozna
powiagza¢ ze strukturg kraty rzutowan na przestrzeni Hilberta uktadu kwantowego, a
mianowicie model taki jest wyznaczony przez maksymalng algebre Boole’a wybrang z kraty
rzutowan. Wielkoskalowa gladka struktura R” ma by¢ w dobrze okreslonym (opisanym w
pracy) ,granica klasyczng” struktury kwantowe] wyznaczonej przez kratg rzutowan.
Otrzymanym w pracy, nieoczywistym wynikiem jest, ze z konieczno$ci granica klasyczna jest
czterowymiarow3 strukturg egzotyczng (tzn. topologicznie, ale niekoniecznie dyfeomorficznie
lokalnie rownowazna R*) o nieznikajacej krzywiznie. Wynik ten uwazam za doniosty i bardzo
interesujacy. Jest to chyba najwazniejszy wynik rozprawy. Ciekawa kontynuacja tego watku
(tzn. koniecznej egzotycznosci struktury wielkoskalowej) jest oszacowanie wielkosci stalej
kosmologiczne;j.

Krotki rozdzial 5 rozprawy ma charakter raczej matematyczny prezentujacy kategoryczny opis
struktur egzotycznych. Autor podaje tu czysto teorio-kategoryczny opis zalezno$ci migdzy
rodzing boolowskich podalgebr kraty operatoréw rzutowych na przestrzeni Hilberta a kategoria
gladkich rozmaitosci, ktory to zwigzek wykorzystany byl, w nieco innym sformutowaniu, w
rozdziale poprzednim. W omawianym rozdziale Autor analizuje t¢ zalezno$¢ na dwa sposoby.
Drugi z nich wykorzystuje koncepcje ,,toposu bazylejskiego”? (Basel topos).



Jak wspomniatem powyzej, rozdzial 5 ma charakter czysto matematyczny. Tresci, czy
interpretacji fizycznych w nim niewiele. Nie jest wigc on zbyt istotny z punktu widzenia calej
rozprawy, chociaz zapewne zadowoli wszystkich entuzjastow teorii kategorii jako
uniwersalnego narzedzia matematycznego.

Rozdzial 6. pracy poswigcony jest pasjonujacemu zagadnieniu, jaki jest problem losowosci.
Autor omawia podstawowe koncepcje losowosci, tzn. proby zdefiniowania tego, ze dany ciag
liczbowy jest ,ciagiem losowym”: zlozono$¢ Kotmogorowa (Kolmogorowa-Chaitina),
losowo$¢ w sensie Martina-Lofa 1 ,,przewidywalno$¢” (w terminach martyngatow). Omawia
kompetentnie ich znane utomnosci 1 rtOwnowaznosci migdzy nimi. W Twierdzeniu 29 pojawia
si¢ losowo$¢ w sensie Schnorra, ktora w zadnym innym miejscu rozprawy si¢ nie wystepuje.
Nie ma ona zwigzku z gldwnymi tezami pracy i nie ma potrzeby jej wprowadzania (bez
definicji). Jeszcze jedna uwaga. W Uwadze 34., przy omawianiu determinizmu mechaniki
klasycznej, autor stwierdza, ze twierdzenie Picarda-Lindel6fa nie gwarantuje catkowitego
(complete, cokolwiek miatoby to znaczy¢) determinizmu. Traktuje to jako rodzaj skrétu
myslowego. Ot6z wspomniane twierdzenie moéwi, iz rozwigzania, przy spelnieniu
odpowiednich zalozen (warunek Lipschitza) sa jednoznaczne, co w dobrze okre§lonym sensie
implikuje ich deterministyczny charakter. W wypadku przytoczonej jako kontrprzyklad tzw.
koputy Nortona (Norton’s dome), jak zauwaza autor, warunek Lipschitza, po prostu, nie jest
spetniony. Mechanika klasyczna, dopuszcza formalnie takie niedeterministyczne sytuacje.

Wro6émy jednak do istotnych spraw dyskutowanych w rozdziale 6. Jak powszechnie wiadomo,
antidotum na niedostatki klasycznych generatorow losowo$ci ma by¢ mechanika kwantowa,
teoria ,,wewnetrznie losowa”, w odrdznieniu od jakiejkolwiek teorii klasycznej, gdzie zrodio
losowosci lezy po stronie ,.epistemologicznej”, a nie ,,ontologicznej”, czyli w taki lub inny
sposob, zrodtem tym jest niedoktadna znajomo$¢ warunkéw poczatkowych.

W rozdziale 6. Autor analizuje losowo$¢ mechaniki kwantowej za pomoca omdéwionego
wczesniej aparatu modeli 1 rozszerzen forcingowych ZFC. Niestety, o ile sama problematyka
przedstawiona jest w sposoOb przejrzysty, istotne czg¢sci, w szczegdlnosci udowodnione
twierdzenia i ich dowody przedstawione sg w do$¢ skrotowy i, niekiedy, z trudem dajacy sie
sledzi¢ sposob. W efekcie nie jest tatwo stwierdzié, jakie sg glowne, czy najwazniejsze wyniki
rozwazan. Dla piszacego te stowa takimi s3: Twierdzenie 29 (n-losowo$¢ mechaniki
kwantowej) 1 Twierdzenie 31 (o generycznych pomiarach systemu kwantowego).

Glowna czgs¢ rozprawy zamyka rozdziat 7., w ktérym Autor podsumowuje krotko otrzymane
wyniki i zarysowuje tematyke wynikajacych z nich ewentualnych dalszych badan w postaci
czterech krotkich akapitdéw. Bez wahania nalezy przyznaé, ze wszystkie otwieraja cickawe
perspektywy badawcze.

Podsumowujac: jak jasno wynika z tego, co napisalem w powyzej w catej recenzji, uwazam, ze
rozprawa doktorska pana mgr. Krzysztofa Bielasa zawiera wiele oryginalnych, ciekawych i
nietrywialnych wynikéw. Napisana jest dobrze, mimo kilku uchybien, o ktorych powyzej
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wspomniatem. Czego, by¢ moze, brakuje, to nieco poglebionej dyskusji dotyczacej
konkretnych zjawisk fizycznych, ktore moglyby mie¢ bezposredni zwigzek z prezentowang w
rozprawie zaawansowang matematyka. Jednak trzeba tez przyznaé, ze celem rozwazan o
charakterze takim, jak zaprezentowany w pracy, nie jest zazwyczaj opis konkretnych zjawisk
fizycznych, ale wustalenie pewnych fundamentalnych struktur mogacych gra¢ role
matematycznych podstaw teorii fizycznych. Pod tym wzgledem rozprawa calkowicie spenia
oczekiwania.

Konkludujac stwierdzam, ze rozprawa doktorska pana mgr. Krzysztofa Bielasa pt.
Applications of topos theory to quantum physics spetnia wszelkie formalne 1 zwyczajowe
warunki stawiane takim rozprawom i1 wnosz¢ o dopuszczenie jej autora do dalszych etapow
postepowania doktorskiego.
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