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Rozprawa doktorska pana Timothy Nadhomiego porusza kilka watkow. Czesé $cisle ma-
tematyczng rozprawy stanowig zagadnienia zwigzane z nierownosciami funkcyjnymi typu
Hermita-Hadamarda. Klasyczna postac¢ tej nieréwnodci, dla rzeczywistej funkcji wypuktej f
okreslonej na przedziale I:
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nawigzuje do Sredniej arytmetycznej, ktora pojawia sie w dolnym i gérnym oszacowaniu
catki. W omawianej tu rozprawie pojawiajg sie roézne wersje powyzszej nierownosci, for-
multowane dla réznego rodzaju funkcji wypuktych, zwiazanych z réoznymi typami srednich
(w szczegdlnosci quasi-arytmetycznymi i typu Lagrange’a). Cze$¢ rozprawy poswiecona jest
zastosowaniom w matematyce finansowej, w tzw. nowoczesnej teorii portfela. Wreszcie, waz-
ng czescia rozprawy sa nowe (czy wrecz nowatorskie) metody komputerowe pozwalajace na
praktyczne wyznaczanie rozwigzan nieréwnosci funkcyjnych okreslonego typu.

Dysertacja powstata na bazie pieciu publikacji, ktérych doktorant jest autorem (w przy-
padku jednej) lub wspétautorem (w pozostatych). Dodatkowo nawiazuje do publikacji innego
autora, na ktorg wptyw miaty jednak obserwacje doktoranta.

Lacznie, cata rozprawa liczy 92 strony i sktada sie (nie liczac wstepu, streszczen, oswiad-
czen itp.) z czterech gtéwnych rozdzialéw, poprzedzonych rozdziatem przygotowawczym.
Okoto 1/3 tekstu stanowia opisy komend w jezyku programowania Python dotyczace stwo-
rzonego programu oraz opisy jego dziatania na kilkudziesigeciu dobranych przyktadach. Catosé
zamyka spis literatury liczacy 65 pozycji, w wigkszosci cytowanych (z rézna intensywnoscia)
w tekscie rozprawy. Okoto 10 pozycji bibliograficznych nie jest powiazanych bezposrednio
z tekstem.



Tresé¢ rozprawy i jej ocena merytoryczna

Omowie pokrotce merytoryczna zawartosé dysertacji, dokonujac jednocze$nie oceny jej po-
szczegolnych fragmentéw. Odwoluje sie do numeracji i tytuléw odpowiednich rozdziatow
W pracy.

2. Preliminaries

Oznaczony jako drugi, rozdzial Preliminaries zawiera podstawowe definicje i twierdzenia
zwiazane przede wszystkim z miara rozmyta oraz catkami Sugeno i Choqueta. Rozdzial ten
ma charakter wprowadzajacy, nie ma w nim nowych wynikéw; w zamierzeniu ma zaznajomic
czytelnika z pojeciami, oznaczeniami i klasycznymi wlasno$ciami wykorzystywanymi w dal-
szej czesci. Niestety, redakcja tego fragmentu pracy pozostawia wiele do zyczenia. Zdarzaja
sie btedy. Troche niejasna jest sama definicja miary i catki Sugeno (mozna mieé¢ watpliwosci
co jest dziedzina miary p i funkeji f). Definiujac te catke autor uzywa oznaczen (A, V), ktore
wyjasnia dopiero pézniej (za to dwukrotnie). W przyktadzie Fzample 2.4 jest odwolanie do
Example 2.6. Mozna pomysle¢, ze to literéwka i chodzi o Ezample 2.3, jednak p6zniej okazuje
sie, ze ten sam przyktad pojawia si¢ po raz drugi, teraz istotnie pod numerem 2.6. Podobnie
Definition 2.7, Fxample 2.5, Example 2.6, Definition 2.8 i Example 2.7 s doktadnym po-
wtorzeniem wezesniejszego fragmentu rozdziatu. W rozdziale pojawiajg sie niezdefiniowane
oznaczenia (np. w definicji catki Shilkreta).

Ponadto sadze, ze to wlasnie w tym rozdziale wstepnym powinna pojawi¢ sie (podana
znacznie pézniej) definicja $redniej oraz wtasnosci i rodzaje srednich. Sa to bowiem pojecia,
ktorych uzywa sie praktycznie w catej pracy.

3. Hermite-Hadamard Inequality

Trzeci rozdzial - najdtuzszy w calej rozprawie, pokrywa sie z publikacja pt. On a class of
functional inequalities, a computer approach, napisang przez doktoranta wspolnie z C.P. Oke-
ke, M. Sablikiem i T. Szostokiem. W rozdziale bada sie¢ nierownosci postaci

arflax+ (1 —an)y) + -+ anf(anr + (1 —ay,)y) < y ! . /y f(t)dt.
z niewiadoma funkcja ciagty f: R — R i dla ustalonych nieujemnych a;, oi; takich, ze 37" | a; =
1. Wykorzystujac znane wczesniej wyniki opracowano algorytm, ktory w zaleznosci od sytu-
acji, w dwoch lub trzech krokach pozwala podaé¢ rozwigzania nieréwnosci jako funkcje wypu-
kte (lub wkleste) odpowiedniego rzedu. W pierwszym kroku, w oparciu o wynik Bessenyei’go-
Pélesa formutuje sie warunek konieczny: rozwigzanie nieréwnosci musi by¢ funkcja wypu-
kta (badz wklesta) odpowiedniego rzedu, ktéry mozna wyznaczy¢ algorytmicznie. Nastep-
nie w oparciu o wyniki Denuita-Lefevre’a-Shakeda i Shakeda-Shanthikumara formutuje sie
dwa warunki wystarczajace ktorych sprawdzenie wymaga obliczenia liczby przecie¢ dwoch
dystrybuant. Trzeba zatem wykona¢ pewne proste obliczenia, jednak w bardzo duzej licz-
bie. Zadanie to utatwia program komputerowy w srodowisku Python Sagemath, stworzony
przez doktoranta wraz ze wspotautorami. Program ten w oparciu o podane wyzej trzy kroki
podaje opis rozwigzan danej nieréwnosci. Zastosowanie tego komputerowego kodu zosta-
to przedstawione na 37 przyktadach, weryfikujacych nieréwnosci badane we wczeéniejszych
pracach réznych autorow, w szczegdlnosci zwiazane z metodami catkowania numeryczne-
go. W niektérych przyktadach podano czas potrzebny na wykonanie obliczen (zaktadam, ze
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w poréwnywalnych warunkach) co pozwala na poréwnanie ich ztozonosci. Sa tez przyktady,
w ktorych program nie podaje rozwigzania tzn. stwierdza, ze ”this equation does not belong
to class (1)”, przy czym uzycie (1) jest tu niezrozumiate. Niestety, nie jestem w stanie wy-
powiedzie¢ sie na temat prawidtowosci dziatania programu, cho¢ podane przyktady wydaja
sie to potwierdza¢. Na koncu rozdziatlu znajduja sie pewne uwagi, nie do konca jasne. W
Remark 4 jest odniesienie do Erample 3.26 ale chodzi chyba o inny przyktad. Postawiona
jest pewna hipoteza, ktéra jak sie w miedzyczasie okazato zostata juz wykazana.
Generalnie, tresé¢ tego rozdziatu nalezy uznac za interesujaca z uwagi na prawdopodobnie
pierwsza probe stworzenia programu komputerowego rozwigzujacego nieréwnosci funkcyjne.
Wezesdniej stosowane metody komputerowe dotyczyty okreslonego typu rownan funkcyjnych.

4. Quasi-arithmetic means

Nastepny (czwarty) rozdzial poswiecony jest $srednim quasi-arytmetycznym i pokrywa sie

z samodzielnym artykutem doktoranta Sugeno Integral for Hermite—Hadamard inequality and

quasi-arithmetic means opublikowanym w Annales Mathematicae Silesianae w 2023 roku.
W rozdziale rozwaza si¢ nieréwnosci typu

f(My(z,y,8)) < My(f(z), f(y), 1)

gdzie My, My sa srednimi quasi-arytmetycznymi. Definiuja one odpowiednie rodzaje wy-
puktosci funkcji f, dla ktérych mozna rozwazaé nieréwnosci typu Hermite’a-Hadamarda.
Autor nawiazuje do wezesniejszych prac (Mitroi-Siridon) i przedstawia takie nieréwnosci do-
tyczace najpierw calki wzgledem miary probabilistycznej borelowskiej, a nastepnie formutuje
ich odpowiedniki dla catki Sugeno. Jako wnioski, dobierajac odpowiednio generatory ¢, v,
uzyskuje sie szczegdtowe nierownosci dla réznych rodzajow funkcji wypuktych opartych na
konkretnych érednich (liniowej, harmonicznej, geometrycznej) lub parach réznych $rednich
(np. funkcje geometryczno-harmonicznie wypukte).

Wyniki zawarte w tym rozdziale sa do$¢ dobrze opisane (z doktadnoscia do drobnych
uchybien redakcyjnych) i uwazam je za ciekawe. Artykul, na bazie ktérego powstal ten
rozdziat (w odréznieniu od innych) nie ma wspétautoréw, wiec dowodzi umiejetnosci prowa-
dzenia przez doktoranta samodzielnej pracy naukowe;j.

5. Lagrangian mean

W rozdziale piatym rozwaza sie srednie Lagrange’a. Rozdzial ten odpowiada publikacji On
a characterization of the logarithmic mean, napisanej wspolnie z M. Sablikiem i J. Sikorska.
Rozdziat rozpoczyna sie od podania definicji sredniej Lagrange’a jako $redniej postaci

o) ={ (L 0y dt), oy

xZ, r=y

generowanej przez ciggla, scile monotoniczng funkcje f: I — R okreslong na przedziale I.
Pézniej pojawia sie nieco inaczej zdefiniowana $rednia (réwniez nazywana Srednia Lagran-
ge'a), a takze rozszerzone i uogdlnione $rednie logarytmiczne. Gdzie$ pomiedzy nimi pojawia
sie sama definicja éredniej (chociaz o érednich méwi sie juz od dawna w pracy).

W rozdziale rozwaza si¢ rowniez funkcje log-wypukte, czy ogélniej p-wypukte czyli takie,
ze ztozenie rozwazanej funkcji z funkcja ¢ jest funkcja wypukta. W szczegodlnosci rozwaza



sie funkcje r-wypukte (dla funkcji potegowej ¢(x) = z"). Prezentowane sa wyniki, w kto-
rych podaje sie nieréwnosci bedace uogdlnieniami jednej (gérnej) z nieréwnosci Hermite’a-
Hadamarda. Bada si¢ réwniez pewne zwiazki funkcji ¢p-wypuktych ze srednimi Lagrange’a.
Organizacja tego rozdziatu oraz komentarze mogltyby by¢ nieco poprawione. Sg tez pewne
niescistosci. Na przyktad w dowodzie twierdzenia Theorem 5.3 autor na samym poczatku
odwotuje sie do nieistniejacego (a przynajmniej tak nie oznaczonego) wzoru (5.3).

Ostatni fragment omawianego rozdzialu nawiazuje do artykutu J. Sdandora On upper
Hermite-Hadamard inequalities for geometric convex and log-convex functions z 2014 roku,
w ktorym doktorant zauwazyt btad. Podane w pracy Sandora twierdzenie okazuje si¢ nie-
prawdziwe, co uzasadnione jest nie tylko przez podany (kontr)przyktad (Ezample 5.1) ale
i analiz¢ dowodu przedstawionego w artykule. Wskazujac na btad w lemacie, na ktérym opie-
ra sie rozwazane twierdzenie doktorant podaje jego poprawng wypowiedz (Lemat 5.6). Z tego
co mi wiadomo, J. Sdndor zostal poinformowany o zauwazonym btedzie i w konsekwencji
sam opublikowal Corrigendum do swojego artykutu.

6. Application of fuzzy integral in portfolio risk management

Ostatni (szésty w pracy) rozdzial poSwiecony jest matematyce finansowej, a konkretnie za-
stosowaniu catki rozmytej w zarzadzaniu ryzykiem portfela (Portfolio Risk Management) -
w nawiazaniu do nowoczesnej teorii portfelowej (Modern Portfolio Theory) H. Markowitza i
jej pozniejszych krytyk i modyfikacji (m.in. przez B. Mandelbrota).

Niewatpliwie ten rozdziatl odbiega od pozostatych ze wzgledu na specyficzng tematyke,
nie do konca bliska recenzentowi. Autor wprowadza pewne pojecia i opisuje standardowe
techniki. Nastepnie, podane sa pewne propozycje nowych algorytmoéow optymalizacyjnych
i zwigzane z nimi programy obliczeniowe. Wprowadza si¢ tez catke d-Choqueta i porownuje
jej skuteczno$¢ w ocenie ryzyka w poréwnaniu z metodami opartymi na bazie calki Sugeno
i Choqueta. Przeprowadzone jest tez studium pewnego szczegdlnego przypadku, w ktérym
analizuje sie 256 mozliwosci dywersyfikacji portfela i wylicza (réwniez tutaj z pomoca odpo-
wiedniego programu komputerowego) ryzyka i oczekiwane zwroty, a nastepnie dokonuje ich
poréwnania.

Rozdzial opisuje niewatpliwie interesujace nowe metody, poparte pewnymi przyktadami.
Nie bedac specjalista w tej tematyce trudno mi oceni¢ ich praktyczne znaczenie.

Redakcja pracy i pewne uwagi krytyczne

Jak juz powiedziano, cata rozprawa jest potaczeniem czterech, a w zasadzie trzech tematow
(rozdzialy 4. 1 5. dotycza bardzo podobnej tematyki). Redakcyjnie jest zestawieniem przy-
gotowywanych wczesniej artykutéw naukowych. Jest to do$¢ naturalne rozwigzanie, cho¢ od
dysertacji doktorskiej oczekiwalbym nieco wigkszej spdjnosci, lepszego powiazania ze soba
poszczegblnych czesci. Mozna by tez oczekiwa¢ mniejszej lakonicznosci, gtebszego wprowa-
dzenia w tematyke i przygotowania czytelnika a takze szerszych komentarzy niz w artykule
publikowanym w specjalistycznym czasopi$mie naukowym.

Brakuje mi jednoznacznej informacji na temat indywidualnego wktadu doktoranta w uzy-
skanie wynikéw prezentowanych w poszczegélnych rozdziatach (poza 4.). Wiadomo, ze zosta-
ty one uzyskane w wyniku wspotpracy z innymi, bardziej doswiadczonymi, matematykami.
Przyjmuje, ze wktad doktoranta byt znaczacy.
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Przechodzac do spraw czysto redakcyjnych musze stwierdzi¢ spore niedociagniecia, za
ktore odpowiedzialno$¢ spada juz catkowicie na doktoranta. Krytycznych uwag w tym za-
kresie mozna sformutowac¢ wiele. Od ogélnego wygladu rozprawy, a w szczegdlnosci niezbyt
przejrzystego wyrdznienia poszczegolnych rozdziatéw, poprzez stosowanie niejednolitego sty-
lu (np. w nagtéwkach rozdziatéw), po bardzo duza liczbe bledéw, literéwek (nawet w nazwi-
skach), bledéw interpunkcyjnych, czy btedéw zwiazanych z edycja wzordw, przepetnien itp.
Pojawiaja sie (chyba niezamierzone) powtérzenia nawet caltych partii tekstu (np. w podroz-
dziale 2.2). Numeracja twierdzen, lematéw, przyktadéw itp., jest wprawdzie konsekwentna
ale kazde takie srodowisko jest numerowane osobno. Ponadto, w niektérych przypadkach nu-
meracja jest podwéjna (lub nawet potrojna) - odwolujaca sie do numeru rozdziatu, a czasami
pojedyncza. Numeracja formut (1)-(55) jest ciagta, niezalezna od rozdziatéw. Troche ta roz-
norodnos$¢ utrudnia odszukiwanie odpowiednich fragmentéw pracy, do ktoérych autor pézniej
sie odwotuje. Pomijam tu juz kwesti¢ ewidentnych pomytek i odwolywania do niewtasciwych
czedei tekstu, czy tez wrecz do nieistniejacych. Sporo jest takze bledow jezykowych (grama-
tycznych). Wiekszosé tych usterek rzuca sie¢ w oczy niemal natychmiast i jak sadze mozna je
byto dos¢ tatwo wyeliminowac, poswigcajac pewien czas na wykonanie korekty catego tekstu
przed jego ztozeniem.

Konkluzja

Przedstawiona rozprawa dowodzi posiadania przez pana T. Nadhomiego zaréwno odpowied-
niej wiedzy merytorycznej, jak i umiejetnosci prowadzenia badain matematycznych (samo-
dzielnie lub w ramach zespotéw badawczych). Niezaleznie od moich (réznego rodzaju) kry-
tycznych uwag stwierdzam, ze rozprawa przedstawia zaréwno oryginalne wyniki teoretyczne
(oryginalne rozwiazanie problemu naukowego), jak i ich zastosowania. W szczeg6lnosci, no-
watorskie metody dotyczace komputerowo wspomaganego rozwigzywania pewnych typow
nieréwnosci funkcyjnych. Przedstawione w rozprawie wyniki powstaty w wyniku wspotpra-
cy badawczej. Uznaje jednak, ze samodzielny wktad autora w uzyskanie tych wynikéw, jak
rowniez ich opracowanie w formie recenzowanej rozprawy, w wystarczajacym stopniu speia
jakosciowe i ilosciowe wymagania zwyczajowo stawiane rozprawom doktorskim.

Biorac powyzsze pod uwage, wnosze o dopuszczenie doktoranta do dalszych etapow po-
stepowania, w szczeg6lnosci do publicznej obrony rozprawy doktorskie;j.



