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Recenzja pracy doktorskiej magistra Timothy’ego Nadhomi

Functional inequalities connected to Sugeno integral
and its applications

Przedstawiona rozprawa doktorska zostata przygotowana w Instytucie Matematyki Uni-
wersytetu Slaskiego w Katowicach pod opieka naukowa prof. dra hab. Macieja Sablika. Praca
liczy 86 stron, jest napisana jest w jezyku angielskim i sktada sie ze wstepu oraz pieciu rozdzia-
tow. Rozprawe poprzedzaja streszczenia w jezyku angielskim i jezyku polskim, za$ zakonczona
jest ona obszerng bibliografia zawierajaca 65 pozycji. W omowieniu ocenianej pracy stosuje
numeracje rozdzialéow przyjeta przez jej Autora.

Autor deklaruje, ze wiekszo$¢ przedstawionych w rozprawie wynikéw pochodzi z nastepuja-
cych pozycji:

[1] T. Nadhomi, Sugeno Integral for Hermite-Hadamard inequality and quasi-arithmetic means,
Annales Mathematicae Silesianae 37 (2023), no. 2, 294-305.

[2] C.P. Okeke, W. Ogala and T. Nadhomi, On symbolic computation of C.P. Okeke functional
equations using Python programming language, Aequat. Math. (2023).

[3] J. Sandor, Corrigendum to “On upper Hermite-Hadamard inequalities for geometric-convex
and log-convex functions”, Notes on Number Theory and Discrete Mathematics, 2022,
Vol. 28, No. 2, 380-381.

[4] T. Nadhomi, M. Sablik and J. Sikorska, On a characterization of the logarithmic mean
(wystane do publikacji).

[5] T. Nadhomi, C. P. Okeke, M. Sablik and T. Szostok, On a class of functional inequalities,
a computer approach (wystane do publikacji).

[6] T. Nadhomi, C. P. Okeke and M. Sablik, Portfolio selection based on a fuzzy measure
(wystane do publikacji).

1. Omoéwienie zasadniczych wynikéw rozprawy

W ocenianej rozprawie rozwazane sa nierOwnosci zwigzane z szeroko rozumianym pojeciem
wypuktosci funkeji rzeczywistych. W rozdziale drugim zamieszczone zostaty podstawowe wia-
domosci dotyczace miary rozmytej, miary i A-miary Sugeno oraz catek Sugeno i Choqueta.
W kolejnych czterech rozdziatach Autor omawia gléwne wyniki przedstawionej pracy.

Pierwsze trzy z tych rozdzialow poswiecone sa mozliwym odpowiednikom klasycznej nie-
rownosci Hermite’a-Hadamarda rozwazanym dla réznych klas funkcji wypuklych. Wiadomo, ze



jesli I C R jest przedziatem oraz f: I — R jest funkcja wypukla (w klasycznym rozumieniu
tego pojecia), to zachodzi nastepujaca nieréownos¢ Hermite’a-Hadamarda:

(1 f (x—;—y) < yix/:f(t)dt< W dla wszystkich z,y € I,z # v.

Problem ten mozna oczywiscie rozwazaé dla szerszych klas funkcji. Zaktadajac, ze I,J C R
sa przedziatami oraz M : I x I — I, N: J x J — J sa Srednimi, przy pewnych dodatkowych
zatozeniach nieré6wnosé

FG) < — ["F0a < N(f@. W) da sy ea oy,

zachodzi dla kazdej (M, N)-wypuklej funkeji f: I — J, tj. dla funkcji spelniajacej

f(M(z,y)) < N(f(2), f(y)  dla z,yel

Duzym zainteresowaniem matematykow ciesza sie tez funkcje wypukte wyzszych rzedow. Niech
I C R bedzie przedziatem. Dla funkeji f: I — R definiujemy

flz] = f(z) dla zel,

flzt, -y xn] — flre, ..o 2]

Tn — X1

flz, -y xnga] = dla xy,...,z, €I, neN, n>2

Ustalmy n € {0} UN. Funkcje f: I — R nazywamy n-wypukla, jesli
flz, o a2 >0 dla x1,..., 2,40 € I.

Tak okreslone pojecie jest naturalnym uogodlnieniem klasycznej wypuklosci, w szczegolnosci
1-wypuktoéé oznacza wprost wypukltosé funkeji.

W rozdziale trzecim przedstawione sa wyniki zawarte w publikacji [5]. Dotocza one kompu-
terowo-wspomaganej metody badania rozwigzan pewnego uogoélnienia klasycznej nieréwnosci
Hermite’a-Hadamarda. Podobne algorytmy pozwalajace wyznaczy¢ rozwiazywania pewnych
klas rownan funkcyjnych sa rozwijane od ponad dwudziestu lat. Opisana w tym rozdziale pro-
cedura jest prawdopodobnie pierwszym takim podejsciem stosowanym do badania nieréwnosci
funkcyjnych. Analiza i dobér odpowiednich wynikéw dotyczacych wypuklosci prowadzi do kon-
strukcji opisanej w tym rozdziale metody badania istnienia oraz ewentualnych postaci ciggtych
rozwiazan f: I — R nieréwnosci

(2) iajf(aj:c + (1 —«aj)y) < y i .

/yf(t)dt dla z,y € I,z # v,
gdzie a; € [0,1] oraz a; > 0 dla j € {1,...,n} sa takimi stalymi, ze X7, a; = 1. Takie
ogolne podejscie pozwala bada¢, przy odpowiednim doborze statych «; oraz a;, mozliwe uogdl-
nienia obu oszacowan pojawiajacych sie w klasycznej nier6wnosci Hermite’a-Hadamarda (1).
Omawiana procedura sktada sie z maksymalnie trzech krokéw.

Krok 1. Kluczowy wynik z pozycji [M. Bessenyei, Zs. Pales, Characterization of higher
order monotonicity via integral inequalities, Proc. Roy. Soc. Edinburgh Sect A. 140 (4) (2010),
723-736| pozwala stwierdzi¢, ze jesli funkcje

T +—x



spelniaja nierownos$é (2) dla k € {0,1,...,n}, zaé funkcja x — z"™! nie spelnia (2), to kazde
ciagle rozwiazanie f: I — R nier6wnos$ci (2) musi byé¢ funkcja n-wypukla lub n-wklesta.
Krok 2. Niech

v= Z 300a+(1—ay)y)

j=1
gdzie ¢, oznacza miare skupiong w punkcie u. Dystrybuanta F) miary Lebesgue’a jest §Scisle
rosnaca, za$ dystrybuanta F), jest niemalejaca funkcja prosta (schodkowa). Wyznacza sie tu
liczbe mozliwych "punktow przeciecia" obu dystrybuant (mozliwe sa dwa przypadki: przeciecie
"na wezle" ajx + (1 — o)y oraz przeciecie "miedzy kolejnymi weztami"). Wykorzystujac wynik
z [M. Denuit, C. Lefevre and M. Shaked, The s-convex orders among real random variables,
with applications, Math. Inequal. Appl. 1 (4) (1998), 585-613] Autor wnioskuje, ze jesli liczba
punktow przeciecia jest rowna liczbie n otrzymanej w pierwszym kroku, to wszystkie n-wypukte
funkcje f (odpowiednio n-wkleste funkcje f, co zalezy od znaku roznicy F) — F, na "ostatnim
wezle") spelniaja rozwazang nieréwnosé (2).

Krok 3. Niech G bedzie dystrybuanta pewnej miary probabilistycznej na R. Przyjmiemy
GOt) = G(t) oraz GH(t) = [*  FIF1(s)ds. W przypadku, gdy liczba punktéw przecie-
cia otrzymanych w Kroku 2. jest wicksza od liczby n otrzymanej w Kroku 1., wykorzystujac
wynik z pozycji [M. Shaked and J.G. Shanthikumar, Stochastic Orders, Springer Series in
Statistics, 2007| nalezy przeprowadzi¢ analize znakoéw roznicy F /{n} — FI" gdzie n jest liczba
wyznaczong w Kroku 1.

Wykonanie opisanych krokéw w wielu przypadkach jest bardzo skomplikowane, stad Autor
prezentuje opis algorytmu pozwalajacego wykonaé niezbedne rachunki numerycznie, w szczeg6l-
no$ci najbardziej zaawansowane rachunkowo badanie znaku réznicy w Kroku 3. Autor ilustruje
jego dziatanie na wielu przyktadach. Jak Autor podkresla, w przypadku negatywnych wynikow
metoda ta nie pozwala poda¢ charakteryzacji istniejacych funkeji n-wypuktych (n-wklestych)
speliajacych rozpatrywang nier6wnosé. Wiadomo jedynie, ze istnieja funkcje n-wypukte (n-
wkleste), ktore tej nieréwnosci nie spelniaja.

W kolejnym rozdziale powstalym na bazie pozycji [1] Autor dowodzi odpowiednik nieréw-
nosci Hermite’a-Hadamarda dla catki Sugeno i funkeji quasi-arytmetycznie wypuktych, tj. dla
funkcji f: I — J przeksztatcajacych przedziat I C R w przedzial J C R spetniajacych

f(M¢(ZE,y,t)) < M¢(f($),f(y),t) dla T,y € I7 le [07 1]7

gdzie My oraz M, s Srednimi quasi-arytmetycznymi generowanymi przez ciagle i $cisle mo-
notoniczne funkcje ¢: I — R oraz ¢: J — R. Funkeje My: I x I x [0,1] — R okreslong
wzorem

My(z,y,1) = 67 (1 0)6(x) + to(y)  dla zye L, te 0,1,

Autor nazywa Srednia quasi-arytmetyczna generowang przez ciagta i Scisle monotoniczng funk-
cje ¢: I — RY. Gléwny wynik tego rozdziatu stanowi Twierdzenie 4.3 bedace nogélnieniem
rezultatu dotyczacego nier6wnosci typu Hermite’a-Hadamarda dla catki Sugeno i funkeji wypu-
klej zawartego w pozycji |[A. Ebadian and M. Oraki, Hermite-Hadamard inequality for Sugeno
integral based on harmonically convex functions, J. Comput. Anal. Appl. 29 (2021), no. 3,
532-543]. Otrzymane wyniki pozwalaja na sformutowanie szeregu wnioskow dotyczacych szcze-
goblnych postaci nier6wnosci Hermite’a-Hadamarda dla calki Sugeno i funkcji wypukltych wzgle-
dem roznych érednich quasi-arytmetycznych.

Rozdzial pigty powstal w oparciu o wyniki zawarte w pracach [3] oraz [4]. Poswiecony on zo-
stal w zasadniczej czesci rozwazaniom zwigzanym z odpowiednikiem prawej strony nieréwnosci

Dw literaturze Srednia te nazywa sie tez quasi-arytmetyczng $rednig wazong.



Hermite’a-Hadamarda dla funkcji ¢-wypuktych, tj. funkeji f: I — J spetniajacych
F(1 =)z +ty) < My(f(@), fy),t)  dla zye I, te0,1],

gdzie ¢: J — R jest funkcja rosnaca oraz My jest Srednia quasi-arytmetyczna generowana
przez ¢.

Wiadomo, ze jesli I C R jest przedziatem oraz f: I — (0,00) jest funkcja logarytmicznie
wypukla (tzn. funkcja In f jest wypukta), to

® ()<= [0t <Ly f0) s ayelaty,

T — X

gdzie L: (0,00)? — (0,00) jest rednia logarytmiczna okreslong wzorem

Ly dla z,y € (0,00), x #y
— Inz—Iny ) ) ) )
L(x,y) { dla 2=y € (0,00).

T

Srednia logarytmiczna jest szczegolnym przypadkiem ogolniejszej klasy $rednich Lagrange’a
Mg : I x I — I postaci

n—1 ([=@)—=f(y)
Moy = O ESEY) da myelaty,
x dla z=yel,

gdzie f: I — R jest okreélong na przedziale otwartym I C R funkcja klasy C' majgcg rézno-
wartosciowa pochodna.

Glowny wynik tego rozdzialu zawarty jest w Twierdzeniu 5.2, ktére stanowi pewien odpo-
wiednik prawej strony nieréwnosci Hermite’a-Hadamarda dla funkcji ¢-wypuklych z oszaco-
waniem wykorzystujacym odpowiednio zdefiniowang Srednia Ag. Uzupelnieniem tego rezultatu
jest wynik opisany w Twierdzeniu 5.3, ktéry pokazuje, ze przy zalozeniu, ze $rednia Ay poja-
wiajaca sie w poprzednim twierdzeniu jest $rednia Lagrange’a (generowana rowniez przez ¢),
to z doktadno$cia do przeksztatcen afinicznych musi by¢ ona $rednig arytmetyczna.

Uzupelnieniem oméwionych wynikéw sa w tym rozdziale uwagi dotyczace bledu pojawia-
jacego sie w oszacowaniu nieréwnosci pojawiajacej sie w Twierdzeniu 2.5 z pozycji [J. Sandor,
On upper Hermite-Hadamard inequalities for geometric-conver and log-convex functions, Notes
on Number Theory and Discrete Mathematics, 20(5), (2014) 25-30].

Ostatni, szosty rozdzial omawianej rozprawy zostal opracowany na podstawie pozycji [6].
Zawarta jest tu proba zastosowania miar rozmytych, w szczeg6lnosci A-miary Sugeno oraz catki
d-Choquet’a do analizy ryzyka w procesie podejmowania decyzji inwestycyjnych. Autor bierze
pod uwage model zaproponowany w 1952 roku przez H. Markowitza. Pomimo elementarne;j
prostoty i atrakcyjnosci model ten ma tez wiele wad, ktére Autor omawia w podrozdziale 6.3.1.
Zasadnicza wada wydaja sie przyjete miary ryzyka (np. odchylenie standardowe) opierajace
sie na pewnych rozktadach, ktére nie sa w stanie odzwierciedla¢ ztozonej struktury i braku
przewidywalnosci rynkow finansowych. Autor stwierdza tutaj, ze zastosowanie nieaddytywnych
miar rozmytych w zarzadzaniu ryzykiem portfela pozwoli na doktadniejsze opisanie profilu
ryzyka portfela. Zaproponowana zostaje nowa miara ryzyka zdefiniowana w oparciu o poziom
redukcji wartoéci danego aktywa. Uzycie calki d-Choqueta do wyznaczenia ryzyka portfela
aktywow w opinii Autora lepiej uwzglednia dywersyfikacje. Prace koriczy przyktad zastosowania
opisanych w tym rozdziale narzedzi.



2. Ocena pracy

Problematyka rozwazana w ocenianej rozprawie jest interesujgca i nad wyraz aktualna.
Opisane rezultaty sa oryginalnymi rozwigzaniami rozpatrywanych w pracy problemoéw. Bardzo
waznym osiggnieciem jest tutaj opisana w rozdziale trzecim konstrukcja metody pozwalaja-
cej bada¢ postaé cigglych rozwiazan nieréwnosci (2). Wymagalto to wlasciwego uzycia trzech
wczedniej juz znanych wynikow. Zaskakujgce jest tu nieoczywiste, ale stosowane juz wezesniej,
wykorzystanie rezultatow otrzymanych dla zmiennych losowych. Nalezy jednoczesnie docenic¢
fakt, ze opisana metoda pozwala na konstrukcje pakietu komputerowego pozwalajacego zre-
alizowa¢ te metode, zwlaszcza przeprowadzenie skomplikowanych obliczenn w przypadku, gdy
zachodzi koniecznos¢ zrealizowania Kroku 3. Rowniez wysoko oceniam wyniki dotyczace odpo-
wiednika nieré6wnosci Hermite’a-Hadamarda dla catki Sugeno w rozdziale czwartym oraz dla
funkcji ¢-wypuklych zaprezentowane w rozdziale pigtym. Przedstawione rozumowania, cho¢ sa
elementarne, to jednak wymagalty duzej inwencji. Chcialtbym jednak tutaj wyraznie zaznaczy¢,
ze zdecydowana wiekszos¢ rezultatow przestawionych w ocenianej rozprawie powstata w trakcie
badan prowadzonych we wspolpracy z innymi matematykami i jak najbardziej bytoby wskaza-
ne zataczenie jakichkolwiek informacji, jaki byl indywidualny wktad Doktoranta w otrzymanie
tych wynikow.

Przedstawie teraz kwestie dotyczace ocenianej pracy, do ktéorych mam najwieksze zastrze-
zenia.

Moim zdaniem tytut rozprawy nie odpowiada w pelni jej zawartosci. Jego sformutowanie
w thumaczeniu na jezyk polski jest nastepujace:

Niercwnosci funkcyjne zwigzane z catkqg Sugeno i jej zastosowania.

Wryniki dotyczace tytutowej caltki Sugeno pojawiaja sie jedynie w rozdziale czwartym, incy-
dentalnie pojawia si¢ ona w ostatnim rozdziale dotyczacym modelu Markowitza. Rodzi si¢ wiec
pytanie, jaki jest zwiazek wynikéw opisanych w pozostatych rozdziatach z catka Sugeno?

Drugie zastrzezenie dotyczy deklaracji Autora zawartej w stwierdzeniu (str. 3), ze wiek-
szo$¢ wynikow umieszczonych w rozprawie bazuje na szesciu publikacjach umieszczonych na
zaprezentowanej liScie. Nie doszukatem sie niestety zadnych wynikow z pracy [2| w niniejsze;
rozprawie. Konicowa czes¢ rozdzialu piatego powstala na bazie pozycji [3], ktora nie jest au-
torstwa magistra Nadhomi. W tej pozycji znajduja sie jedynie podzickowania jej autora dla
T. Nadhomi oraz M. Sablika za korekte bledu, ktory pojawil sie w pozycji [55]. Licze na wyja-
$nienie tych zastrzezen w trakcie obrony pracy doktorskiej. Przedstawione w podrozdziale 5.2
wyniki nie wzbogacaja w bardzo istotny sposob calej rozprawy.

Kolejna bardzo istotng kwestia jest sama redakcja ocenianej rozprawy. W moim odczuciu
Autor ograniczyt sie w zdecydowanej wiekszoéci do umieszczenia w kolejnych rozdziatach za-
wartosci prac, kolejno: [5], [1], [4] i [3], na koniec za$ [6]. W samym rozdziale piatym powstalym
na bazie pozycji [4] oraz [3] dwukrotnie pojawiaja sie rozne definicje $redniej Lagrange’a (Au-
tor nie zadaje sobie nawet trudu skomentowania ich rownowaznosci), $rednia logarytmiczna raz
jest oznaczana symbolem £ (material na podstawie pozycji [4]), péZniej pojawia sie definicja
tej Sredniej i uzyte jest oznaczenie L (ta cze$¢ powstata na bazie pozycji [3]). Analizowane
w rozdziale piatym funkcje ¢-wypukte sa w istocie badanymi wczesniej w rozdziale czwartym
funkcjami (id, ¢)-quasi arytmetycznie wypuktymi. Kompleksowe informacje na temat Srednich
powinny by¢ moim zdaniem umieszczone w rozdziale drugim.

Material zaprezentowany na stronach 9-11 (od Definicji 2.7 do komentarza po Przyktadzie
2.7) jest doktadna kopia zawartosci niniejszej pracy ze stron 6-8 (od Definicji 2.4 do komentarza
po Przyktadzie 2.4).



Na koniec chcialbym skomentowa¢ wybor miary pozwalajacej wyznaczy¢ ryzyko portfela
aktywow. Do jego obliczenia Autor pracy uzywa caltki d-Choqueta, a wybor uzasadnia oblicze-
niami przeprowadzonymi w Przykladzie 6.3 twierdzac, ze (w przekladzie na jezyk polski):

"... catka d-Choqueta zapewnia dokladniejsza reprezentacje ryzyka zwiazanego z portfelami,
podkreslajac korzysci z dywersyfikacji...".

Moim zdaniem takie uzasadnienie nie jest wystarczajace. Autor koriczy ten rozdzial przyktadem
zastosowania zaproponowanej metody, ktory niestety jest czysto teoretyczny. Brakuje tutaj
pokazania praktycznego zastosowania opisanego podejscia. W szczegolnosci, Autor nie opisuje:

- jak wyznaczy¢ stopy zwrotu poszczegolnych instrumentow finansowych (w przykladzie sa one
juz zadane),

- jak wyznaczyé¢ ryzyka tych instrumentéw (w analizowanym przykladzie rowniez sg z gory
zadane).

Brakuje tez poréwnania zaproponowanego podejscia z klasycznym modelem Markowitza, gdzie
stopa zwrotu instrumentow jest Srednig stop zwrotu obliczong na podstawie danych z przeszto-
sci, za$ ryzyko instrumentu jest okreslane jako odchylenie standardowe stop zwrotu. Bardzo
warto$ciowa bylaby symulacja opisanej metody przeprowadzona dla portfela aktywow z dowol-
nej gietdy papieréw wartosciowych i poréwnanie wynikéw otrzymanych z zastosowaniem:

a) zaproponowanego modelu,

b) klasycznego modelu Markowitza.

Zaprezentowane w tym rozdziale podejscie na pewno wymaga jeszcze bardziej szczegétowych
uzasadnien.

Przejde teraz do omowienia najwazniejszych usterek, ktore zauwazylem w ocenianej pracy.
Pomine tutaj niedociagniecia typograficzne (jak brak spacji i znakéw interpunkcyjnych) oraz
jezykowe. W tym ostatnim przypadku nie jestem specjalista, ale cze$¢ komentarzy zawartych
w ocenianej pracy jest zupelnie niezrozumiala. Chociazby juz tytul pozycji [1] powinien mo-
im zdaniem brzmieé: Hermite-Hadamard inequality for Sugeno integral and quasi-arithmetic
means.

1. W Definicji 2.4 pojawia sie pojecia rozmytej miary znormalizowanej, jednak zdefiniowana
wczesniej miara rozmyta z definicji jest znormalizowana. Ponadto wygodniej jest przyjac
Ay = Uj_ X bez uzycia symbolu miary.

2. Na stronie 11 (linia 11 od gory) Autor uzywa pojecia "continuous Sugeno integral", kto-
rego wczesniej nie definiuje. Jednoczesnie nie jest zaznaczone, skad pochodzi przyjeta
definicja uogodlnionej catki Sugeno.

3. Podrozdziatl 3.4 jest pusty! Zaktadam, ze dalsze podrozdzialy 3.5-3.9 powinny by¢ sek-
cjami w podrozdziale 3.4. We wszystkich przyktadach nier6wnosci zawierajace x oraz y
jako zmienne rozpatrywane sa dla funkcji f: [z,y] — R. Uwazam, ze tutaj powinno by¢
f:10,1 — R (por. wykresy zamieszczone w przykladach). W Przykladzie 3.1 funkcja
spetniajaca rozwazang nieréwnosé jest "l-convex". Na koniec, od Przykladu 3.4 Autor
podaje czas realizacji algorytmu wykonanego w kazdym przyktadzie. Taka informacja nie
niesie za soba absolutnie zadnej wiedzy, jesli nie jest zamieszczona dodatkowo specyfikacja
sprzetu, na ktérym te czasy zostaly osiggniete!

4. Wyniki zawarte w Proposition 2 oraz Twierdzenie 4.2 pochodza z pozycji cytowanych
w spisie literatury, wiec zamieszczone dowody sa zbedne.



5. W Twierdzeniu 4.1 brakuje zatozenn odnosnie rozwazanej miary p. Ponadto, wynik przed-
stawiony w Twierdzeniu 4.3 jest niestety bardzo niechlujnie sformutowany. Poprawniejsze
sformutowanie mozna znalez¢ w pracy [1], cho¢ i tam brakuje zalozen odnosnie monoto-
nicznosci funkcji ¢, 1 oraz miary p uzytej w calce Sugeno.

6. Na stronie 49 (linia 5 od gory) w definicji P(«) przed ostatnim sktadnikiem w liczniku
powinien sie pojawi¢ znak minus.

7. Powazne zastrzezenia budzi okreslenie wielkosci v (réwnosé (29) we Wniosku 4.3.2). Czy
wiadomo, ze B2 — 4AC > 0 dla przyjetych wielkosci A, B, C?

8. W nieréwnosci (32) na stronie 52 uzyta jest $rednia logarytmiczna, ktorej definicja pojawia
sie (z innym oznaczeniem, o czym juz wspomniatem) dopiero na stronie 59.

9. Powazne zastrzezenia budzi tez komentarz umieszczony bezposrednio po przyjetej na
stronie 53 definicji funkcji p-wypuklej. Pojawia sie tu zalozenie, ze funkcja ¢ jest rosnaca
i okreslona na obrazie funkcji f: I — R (o ktorej nic dodatkowo nie jest zalozone).
Ponizej znajduje sie uwaga, ze jesli ¢ jest roznowartosciowa, to zachodzi nieréwnosé (33).
Po pierwsze, funkcja ¢ jest Scisle rosnaca, wiec musi by¢ roznowartoéciowa. Ponadto, bez
dodatkowych zatozen nie ma pewnosci, ze wartosc¢

to(f(x)) + (1 —=t)e(f(y))

miesci sie w obrazie funkeji ¢, wiec (33) nie jest prawidlowo uzasadnione.Wydaje sie,
ze najwygodniej byloby przyjaé, ze I,J C R sa przedziatami, f: I — J oraz ¢: J —
R jest ciggla funkcja §cisle rosnaca. Tak powinien tez wygladaé¢ poczatkowy fragment
sformutowania Twierdzenia 5.2. Dodatkowo w dowodzie powinno pojawi¢ sie uzasadnienie,
dlaczego istnieje catka oznaczona po lewej stronie nieréwnosci (40).

10. W Przykladzie 6.3 Autor prezentuje jedynie koricowe wyniki w ostatniej tabeli na stro-
nie 74. Dla zrozumienia konstrukcji miary ryzyka korzystniejsze byloby przedstawienie
rachunkow dla portfela B z tego przykltadu w miejsce prostego podstawienia do wzoru
zaprezentowanego w poprzednim Przyktadzie 6.2.

Duza czes¢ wskazanych usterek bardzo istotnie obniza ogoélny poziom przedstawionej pracy,
jednak wiekszo$¢ z nich nie wptywa na ocene jej merytorycznej zawartosci. Dlatego moja ocena
tej rozprawy jest pozytywna.

3. Konkluzja

Oceniana rozprawa przedstawia oryginalne rozwiazania badanych zagadnienn i prezentuje
ogblna wiedze Autora w dyscyplinie matematyka. Rozprawa swiadczy tez o umiejetnosci samo-
dzielnego prowadzenia badan naukowych przez magistra Nadhomi w dyscyplinie matematyka.
Zatem stwierdzam, ze rozprawa spelnia warunki okreSlone w art. 187 ustawy z dnia 20 lip-
ca 2018 r. - Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce (Dz. U. z 2023 r. poz. 742, 1088 i 1234)
i wnioskuje o dopuszczenie magistra Timothy’ego Nadhomi do dalszych etapow
postepowania o nadanie stopnia doktora w dyscyplinie matematyka.



