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Functional inequalities connected to Sugeno integral
and its applications

Przedstawiona rozprawa doktorska zostaªa przygotowana w Instytucie Matematyki Uni-
wersytetu �l¡skiego w Katowicach pod opiek¡ naukow¡ prof. dra hab. Macieja Sablika. Praca
liczy 86 stron, jest napisana jest w j¦zyku angielskim i skªada si¦ ze wst¦pu oraz pi¦ciu rozdzia-
ªów. Rozpraw¦ poprzedzaj¡ streszczenia w j¦zyku angielskim i j¦zyku polskim, za± zako«czona
jest ona obszern¡ bibliogra�¡ zawieraj¡c¡ 65 pozycji. W omówieniu ocenianej pracy stosuj¦
numeracj¦ rozdziaªów przyj¦t¡ przez jej Autora.

Autor deklaruje, »e wi¦kszo±¢ przedstawionych w rozprawie wyników pochodzi z nast¦puj¡-
cych pozycji:

[1] T. Nadhomi, Sugeno Integral for Hermite�Hadamard inequality and quasi-arithmetic means,
Annales Mathematicae Silesianae 37 (2023), no. 2, 294�305.

[2] C. P. Okeke, W. Ogala and T. Nadhomi, On symbolic computation of C.P. Okeke functional

equations using Python programming language, Aequat. Math. (2023).

[3] J. Sándor, Corrigendum to �On upper Hermite�Hadamard inequalities for geometric-convex

and log-convex functions�, Notes on Number Theory and Discrete Mathematics, 2022,
Vol. 28, No. 2, 380�381.

[4] T. Nadhomi, M. Sablik and J. Sikorska, On a characterization of the logarithmic mean

(wysªane do publikacji).

[5] T. Nadhomi, C. P. Okeke, M. Sablik and T. Szostok, On a class of functional inequalities,

a computer approach (wysªane do publikacji).

[6] T. Nadhomi, C. P. Okeke and M. Sablik, Portfolio selection based on a fuzzy measure

(wysªane do publikacji).

1. Omówienie zasadniczych wyników rozprawy

W ocenianej rozprawie rozwa»ane s¡ nierówno±ci zwi¡zane z szeroko rozumianym poj¦ciem
wypukªo±ci funkcji rzeczywistych. W rozdziale drugim zamieszczone zostaªy podstawowe wia-
domo±ci dotycz¡ce miary rozmytej, miary i λ-miary Sugeno oraz caªek Sugeno i Choqueta.
W kolejnych czterech rozdziaªach Autor omawia gªówne wyniki przedstawionej pracy.

Pierwsze trzy z tych rozdziaªów po±wi¦cone s¡ mo»liwym odpowiednikom klasycznej nie-
równo±ci Hermite'a-Hadamarda rozwa»anym dla ró»nych klas funkcji wypukªych. Wiadomo, »e
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je±li I ⊂ R jest przedziaªem oraz f : I → R jest funkcj¡ wypukª¡ (w klasycznym rozumieniu
tego poj¦cia), to zachodzi nast¦puj¡ca nierówno±¢ Hermite'a-Hadamarda:

(1) f
(
x+ y
2

)
¬ 1
y − x

∫ y

x
f(t)dt ¬ f(x) + f(y)

2
dla wszystkich x, y ∈ I, x ̸= y.

Problem ten mo»na oczywi±cie rozwa»a¢ dla szerszych klas funkcji. Zakªadaj¡c, »e I, J ⊂ R
s¡ przedziaªami oraz M : I × I → I, N : J × J → J s¡ ±rednimi, przy pewnych dodatkowych
zaªo»eniach nierówno±¢

f(M(x, y)) ¬ 1
y − x

∫ y

x
f(t)dt ¬ N(f(x), f(y)) dla x, y ∈ I, x ̸= y,

zachodzi dla ka»dej (M,N)-wypukªej funkcji f : I → J , tj. dla funkcji speªniaj¡cej

f(M(x, y)) ¬ N(f(x), f(y)) dla x, y ∈ I.

Du»ym zainteresowaniem matematyków ciesz¡ si¦ te» funkcje wypukªe wy»szych rz¦dów. Niech
I ⊂ R b¦dzie przedziaªem. Dla funkcji f : I → R de�niujemy

f [x] := f(x) dla x ∈ I,

f [x1, . . . , xn+1] :=
f [x1, . . . , xn]− f [x2, . . . , xn]

xn − x1
dla x1, . . . , xn ∈ I, n ∈ N, n  2.

Ustalmy n ∈ {0} ∪ N. Funkcj¦ f : I → R nazywamy n-wypukª¡, je±li

f [x1, . . . , xn+2]  0 dla x1, . . . , xn+2 ∈ I.

Tak okre±lone poj¦cie jest naturalnym uogólnieniem klasycznej wypukªo±ci, w szczególno±ci
1-wypukªo±¢ oznacza wprost wypukªo±¢ funkcji.

W rozdziale trzecim przedstawione s¡ wyniki zawarte w publikacji [5]. Dotocz¡ one kompu-
terowo-wspomaganej metody badania rozwi¡za« pewnego uogólnienia klasycznej nierówno±ci
Hermite'a�Hadamarda. Podobne algorytmy pozwalaj¡ce wyznaczy¢ rozwi¡zywania pewnych
klas równa« funkcyjnych s¡ rozwijane od ponad dwudziestu lat. Opisana w tym rozdziale pro-
cedura jest prawdopodobnie pierwszym takim podej±ciem stosowanym do badania nierówno±ci
funkcyjnych. Analiza i dobór odpowiednich wyników dotycz¡cych wypukªo±ci prowadzi do kon-
strukcji opisanej w tym rozdziale metody badania istnienia oraz ewentualnych postaci ci¡gªych
rozwi¡za« f : I → R nierówno±ci

(2)
n∑
j=1

ajf(αjx+ (1− αj)y) ¬
1

y − x

∫ y

x
f(t)dt dla x, y ∈ I, x ̸= y,

gdzie αj ∈ [0, 1] oraz aj  0 dla j ∈ {1, . . . , n} s¡ takimi staªymi, »e
∑n
j=1 aj = 1. Takie

ogólne podej±cie pozwala bada¢, przy odpowiednim doborze staªych αj oraz aj, mo»liwe uogól-
nienia obu oszacowa« pojawiaj¡cych si¦ w klasycznej nierówno±ci Hermite'a-Hadamarda (1).
Omawiana procedura skªada si¦ z maksymalnie trzech kroków.

Krok 1. Kluczowy wynik z pozycji [M. Bessenyei, Zs. Páles, Characterization of higher

order monotonicity via integral inequalities, Proc. Roy. Soc. Edinburgh Sect A. 140 (4) (2010),
723�736] pozwala stwierdzi¢, »e je±li funkcje

x 7→ xk

2



speªniaj¡ nierówno±¢ (2) dla k ∈ {0, 1, . . . , n}, za± funkcja x 7→ xn+1 nie speªnia (2), to ka»de
ci¡gªe rozwi¡zanie f : I → R nierówno±ci (2) musi by¢ funkcj¡ n-wypukª¡ lub n-wkl¦sª¡.

Krok 2. Niech

ν =
n∑
j=1

ajδαjx+(1−αj)y,

gdzie δu oznacza miar¦ skupion¡ w punkcie u. Dystrybuanta Fλ miary Lebesgue'a jest ±ci±le
rosn¡ca, za± dystrybuanta Fν jest niemalej¡c¡ funkcj¡ prost¡ (schodkow¡). Wyznacza si¦ tu
liczb¦ mo»liwych "punktów przeci¦cia" obu dystrybuant (mo»liwe s¡ dwa przypadki: przeci¦cie
"na w¦¹le" αjx+(1−αj)y oraz przeci¦cie "mi¦dzy kolejnymi w¦zªami"). Wykorzystuj¡c wynik
z [M. Denuit, C. Lefevre and M. Shaked, The s-convex orders among real random variables,

with applications, Math. Inequal. Appl. 1 (4) (1998), 585�613] Autor wnioskuje, »e je±li liczba
punktów przeci¦cia jest równa liczbie n otrzymanej w pierwszym kroku, to wszystkie n-wypukªe
funkcje f (odpowiednio n-wkl¦sªe funkcje f , co zale»y od znaku ró»nicy Fλ − Fν na "ostatnim
w¦¹le") speªniaj¡ rozwa»an¡ nierówno±¢ (2).

Krok 3. Niech G b¦dzie dystrybuant¡ pewnej miary probabilistycznej na R. Przyjmiemy
G[0](t) = G(t) oraz G[k](t) =

∫ t
−∞ F

[k−1](s)ds. W przypadku, gdy liczba punktów przeci¦-
cia otrzymanych w Kroku 2. jest wi¦ksza od liczby n otrzymanej w Kroku 1., wykorzystuj¡c
wynik z pozycji [M. Shaked and J.G. Shanthikumar, Stochastic Orders, Springer Series in
Statistics, 2007] nale»y przeprowadzi¢ analiz¦ znaków ró»nicy F [n]λ − F [n]ν , gdzie n jest liczb¡
wyznaczon¡ w Kroku 1.

Wykonanie opisanych kroków w wielu przypadkach jest bardzo skomplikowane, st¡d Autor
prezentuje opis algorytmu pozwalaj¡cego wykona¢ niezb¦dne rachunki numerycznie, w szczegól-
no±ci najbardziej zaawansowane rachunkowo badanie znaku ró»nicy w Kroku 3. Autor ilustruje
jego dziaªanie na wielu przykªadach. Jak Autor podkre±la, w przypadku negatywnych wyników
metoda ta nie pozwala poda¢ charakteryzacji istniej¡cych funkcji n-wypukªych (n-wkl¦sªych)
speªniaj¡cych rozpatrywan¡ nierówno±¢. Wiadomo jedynie, »e istniej¡ funkcje n-wypukªe (n-
wkl¦sªe), które tej nierówno±ci nie speªniaj¡.

W kolejnym rozdziale powstaªym na bazie pozycji [1] Autor dowodzi odpowiednik nierów-
no±ci Hermite'a�Hadamarda dla caªki Sugeno i funkcji quasi-arytmetycznie wypukªych, tj. dla
funkcji f : I → J przeksztaªcaj¡cych przedziaª I ⊂ R w przedziaª J ⊂ R speªniaj¡cych

f (Mφ(x, y, t)) ¬Mψ(f(x), f(y), t) dla x, y ∈ I, t ∈ [0, 1],

gdzie Mφ oraz Mψ s¡ ±rednimi quasi-arytmetycznymi generowanymi przez ci¡gªe i ±ci±le mo-
notoniczne funkcje φ : I → R oraz ψ : J → R. Funkcj¦ Mφ : I × I × [0, 1] → R okre±lon¡
wzorem

Mφ(x, y, t) = φ−1 ((1− t)φ(x) + tφ(y)) dla x, y ∈ I, t ∈ [0, 1],

Autor nazywa ±redni¡ quasi-arytmetyczn¡ generowan¡ przez ci¡gª¡ i ±ci±le monotoniczn¡ funk-
cj¦ φ : I → R1). Gªówny wynik tego rozdziaªu stanowi Twierdzenie 4.3 b¦d¡ce uogólnieniem
rezultatu dotycz¡cego nierówno±ci typu Hermite'a-Hadamarda dla caªki Sugeno i funkcji wypu-
kªej zawartego w pozycji [A. Ebadian and M. Oraki, Hermite�Hadamard inequality for Sugeno

integral based on harmonically convex functions, J. Comput. Anal. Appl. 29 (2021), no. 3,
532�543]. Otrzymane wyniki pozwalaj¡ na sformuªowanie szeregu wniosków dotycz¡cych szcze-
gólnych postaci nierówno±ci Hermite'a-Hadamarda dla caªki Sugeno i funkcji wypukªych wzgl¦-
dem ró»nych ±rednich quasi-arytmetycznych.

Rozdziaª pi¡ty powstaª w oparciu o wyniki zawarte w pracach [3] oraz [4]. Po±wi¦cony on zo-
staª w zasadniczej cz¦±ci rozwa»aniom zwi¡zanym z odpowiednikiem prawej strony nierówno±ci

1)w literaturze ±redni¡ t¦ nazywa si¦ te» quasi-arytmetyczn¡ ±redni¡ wa»on¡.
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Hermite'a-Hadamarda dla funkcji φ-wypukªych, tj. funkcji f : I → J speªniaj¡cych

f((1− t)x+ ty) ¬Mφ(f(x), f(y), t) dla x, y ∈ I, t ∈ [0, 1],

gdzie φ : J → R jest funkcj¡ rosn¡c¡ oraz Mφ jest ±redni¡ quasi-arytmetyczn¡ generowan¡
przez φ.

Wiadomo, »e je±li I ⊂ R jest przedziaªem oraz f : I → (0,∞) jest funkcj¡ logarytmicznie
wypukª¡ (tzn. funkcja ln f jest wypukªa), to

(3) f
(
x+ y
x

)
¬ 1
y − x

∫ y

x
f(t)dt ¬ L(f(x), f(y)) dla x, y ∈ I, x ̸= y,

gdzie L : (0,∞)2 → (0,∞) jest ±redni¡ logarytmiczn¡ okre±lon¡ wzorem

L(x, y) =
{

x−y
lnx−ln y dla x, y ∈ (0,∞), x ̸= y,
x dla x = y ∈ (0,∞).

�rednia logarytmiczna jest szczególnym przypadkiem ogólniejszej klasy ±rednich Lagrange'a
Mϕ : I × I → I postaci

Mϕ(x, y) =
{
(f ′)−1

(
f(x)−f(y)

y−x

)
dla x, y ∈ I, x ̸= y,

x dla x = y ∈ I,

gdzie f : I → R jest okre±lon¡ na przedziale otwartym I ⊂ R funkcj¡ klasy C1 maj¡c¡ ró»no-
warto±ciow¡ pochodn¡.

Gªówny wynik tego rozdziaªu zawarty jest w Twierdzeniu 5.2, które stanowi pewien odpo-
wiednik prawej strony nierówno±ci Hermite'a-Hadamarda dla funkcji φ-wypukªych z oszaco-
waniem wykorzystuj¡cym odpowiednio zde�niowan¡ ±redni¡ Λφ. Uzupeªnieniem tego rezultatu
jest wynik opisany w Twierdzeniu 5.3, który pokazuje, »e przy zaªo»eniu, »e ±rednia Λφ poja-
wiaj¡ca si¦ w poprzednim twierdzeniu jest ±redni¡ Lagrange'a (generowan¡ równie» przez φ),
to z dokªadno±ci¡ do przeksztaªce« a�nicznych musi by¢ ona ±redni¡ arytmetyczn¡.

Uzupeªnieniem omówionych wyników s¡ w tym rozdziale uwagi dotycz¡ce bª¦du pojawia-
j¡cego si¦ w oszacowaniu nierówno±ci pojawiaj¡cej si¦ w Twierdzeniu 2.5 z pozycji [J. Sándor,
On upper Hermite-Hadamard inequalities for geometric-convex and log-convex functions, Notes
on Number Theory and Discrete Mathematics, 20(5), (2014) 25-30].

Ostatni, szósty rozdziaª omawianej rozprawy zostaª opracowany na podstawie pozycji [6].
Zawarta jest tu próba zastosowania miar rozmytych, w szczególno±ci λ-miary Sugeno oraz caªki
d-Choquet'a do analizy ryzyka w procesie podejmowania decyzji inwestycyjnych. Autor bierze
pod uwag¦ model zaproponowany w 1952 roku przez H. Markowitza. Pomimo elementarnej
prostoty i atrakcyjno±ci model ten ma te» wiele wad, które Autor omawia w podrozdziale 6.3.1.
Zasadnicz¡ wad¡ wydaj¡ si¦ przyj¦te miary ryzyka (np. odchylenie standardowe) opieraj¡ce
si¦ na pewnych rozkªadach, które nie s¡ w stanie odzwierciedla¢ zªo»onej struktury i braku
przewidywalno±ci rynków �nansowych. Autor stwierdza tutaj, »e zastosowanie nieaddytywnych
miar rozmytych w zarz¡dzaniu ryzykiem portfela pozwoli na dokªadniejsze opisanie pro�lu
ryzyka portfela. Zaproponowana zostaje nowa miara ryzyka zde�niowana w oparciu o poziom
redukcji warto±ci danego aktywa. U»ycie caªki d-Choqueta do wyznaczenia ryzyka portfela
aktywów w opinii Autora lepiej uwzgl¦dnia dywersy�kacj¦. Prac¦ ko«czy przykªad zastosowania
opisanych w tym rozdziale narz¦dzi.
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2. Ocena pracy

Problematyka rozwa»ana w ocenianej rozprawie jest interesuj¡ca i nad wyraz aktualna.
Opisane rezultaty s¡ oryginalnymi rozwi¡zaniami rozpatrywanych w pracy problemów. Bardzo
wa»nym osi¡gni¦ciem jest tutaj opisana w rozdziale trzecim konstrukcja metody pozwalaj¡-
cej bada¢ posta¢ ci¡gªych rozwi¡za« nierówno±ci (2). Wymagaªo to wªa±ciwego u»ycia trzech
wcze±niej ju» znanych wyników. Zaskakuj¡ce jest tu nieoczywiste, ale stosowane ju» wcze±niej,
wykorzystanie rezultatów otrzymanych dla zmiennych losowych. Nale»y jednocze±nie doceni¢
fakt, »e opisana metoda pozwala na konstrukcj¦ pakietu komputerowego pozwalaj¡cego zre-
alizowa¢ t¦ metod¦, zwªaszcza przeprowadzenie skomplikowanych oblicze« w przypadku, gdy
zachodzi konieczno±¢ zrealizowania Kroku 3. Równie» wysoko oceniam wyniki dotycz¡ce odpo-
wiednika nierówno±ci Hermite'a-Hadamarda dla caªki Sugeno w rozdziale czwartym oraz dla
funkcji φ-wypukªych zaprezentowane w rozdziale pi¡tym. Przedstawione rozumowania, cho¢ s¡
elementarne, to jednak wymagaªy du»ej inwencji. Chciaªbym jednak tutaj wyra¹nie zaznaczy¢,
»e zdecydowana wi¦kszo±¢ rezultatów przestawionych w ocenianej rozprawie powstaªa w trakcie
bada« prowadzonych we wspóªpracy z innymi matematykami i jak najbardziej byªoby wskaza-
ne zaª¡czenie jakichkolwiek informacji, jaki byª indywidualny wkªad Doktoranta w otrzymanie
tych wyników.

Przedstawi¦ teraz kwestie dotycz¡ce ocenianej pracy, do których mam najwi¦ksze zastrze-
»enia.

Moim zdaniem tytuª rozprawy nie odpowiada w peªni jej zawarto±ci. Jego sformuªowanie
w tªumaczeniu na j¦zyk polski jest nast¦puj¡ce:

Nierówno±ci funkcyjne zwi¡zane z caªk¡ Sugeno i jej zastosowania.

Wyniki dotycz¡ce tytuªowej caªki Sugeno pojawiaj¡ si¦ jedynie w rozdziale czwartym, incy-
dentalnie pojawia si¦ ona w ostatnim rozdziale dotycz¡cym modelu Markowitza. Rodzi si¦ wi¦c
pytanie, jaki jest zwi¡zek wyników opisanych w pozostaªych rozdziaªach z caªk¡ Sugeno?

Drugie zastrze»enie dotyczy deklaracji Autora zawartej w stwierdzeniu (str. 3), »e wi¦k-
szo±¢ wyników umieszczonych w rozprawie bazuje na sze±ciu publikacjach umieszczonych na
zaprezentowanej li±cie. Nie doszukaªem si¦ niestety »adnych wyników z pracy [2] w niniejszej
rozprawie. Ko«cowa cz¦±¢ rozdziaªu pi¡tego powstaªa na bazie pozycji [3], która nie jest au-
torstwa magistra Nadhomi. W tej pozycji znajduj¡ si¦ jedynie podzi¦kowania jej autora dla
T. Nadhomi oraz M. Sablika za korekt¦ bª¦du, który pojawiª si¦ w pozycji [55]. Licz¦ na wyja-
±nienie tych zastrze»e« w trakcie obrony pracy doktorskiej. Przedstawione w podrozdziale 5.2
wyniki nie wzbogacaj¡ w bardzo istotny sposób caªej rozprawy.

Kolejn¡ bardzo istotn¡ kwesti¡ jest sama redakcja ocenianej rozprawy. W moim odczuciu
Autor ograniczyª si¦ w zdecydowanej wi¦kszo±ci do umieszczenia w kolejnych rozdziaªach za-
warto±ci prac, kolejno: [5], [1], [4] i [3], na koniec za± [6]. W samym rozdziale pi¡tym powstaªym
na bazie pozycji [4] oraz [3] dwukrotnie pojawiaj¡ si¦ ró»ne de�nicje ±redniej Lagrange'a (Au-
tor nie zadaje sobie nawet trudu skomentowania ich równowa»no±ci), ±rednia logarytmiczna raz
jest oznaczana symbolem L (materiaª na podstawie pozycji [4]), pó¹niej pojawia si¦ de�nicja
tej ±redniej i u»yte jest oznaczenie L (ta cz¦±¢ powstaªa na bazie pozycji [3]). Analizowane
w rozdziale pi¡tym funkcje φ-wypukªe s¡ w istocie badanymi wcze±niej w rozdziale czwartym
funkcjami (id, φ)-quasi arytmetycznie wypukªymi. Kompleksowe informacje na temat ±rednich
powinny by¢ moim zdaniem umieszczone w rozdziale drugim.

Materiaª zaprezentowany na stronach 9�11 (od De�nicji 2.7 do komentarza po Przykªadzie
2.7) jest dokªadn¡ kopi¡ zawarto±ci niniejszej pracy ze stron 6�8 (od De�nicji 2.4 do komentarza
po Przykªadzie 2.4).
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Na koniec chciaªbym skomentowa¢ wybór miary pozwalaj¡cej wyznaczy¢ ryzyko portfela
aktywów. Do jego obliczenia Autor pracy u»ywa caªki d-Choqueta, a wybór uzasadnia oblicze-
niami przeprowadzonymi w Przykªadzie 6.3 twierdz¡c, »e (w przekªadzie na j¦zyk polski):

"... caªka d-Choqueta zapewnia dokªadniejsz¡ reprezentacj¦ ryzyka zwi¡zanego z portfelami,
podkre±laj¡c korzy±ci z dywersy�kacji...".

Moim zdaniem takie uzasadnienie nie jest wystarczaj¡ce. Autor ko«czy ten rozdziaª przykªadem
zastosowania zaproponowanej metody, który niestety jest czysto teoretyczny. Brakuje tutaj
pokazania praktycznego zastosowania opisanego podej±cia. W szczególno±ci, Autor nie opisuje:

- jak wyznaczy¢ stopy zwrotu poszczególnych instrumentów �nansowych (w przykªadzie s¡ one
ju» zadane),

- jak wyznaczy¢ ryzyka tych instrumentów (w analizowanym przykªadzie równie» s¡ z góry
zadane).

Brakuje te» porównania zaproponowanego podej±cia z klasycznym modelem Markowitza, gdzie
stopa zwrotu instrumentów jest ±redni¡ stóp zwrotu obliczon¡ na podstawie danych z przeszªo-
±ci, za± ryzyko instrumentu jest okre±lane jako odchylenie standardowe stóp zwrotu. Bardzo
warto±ciowa byªaby symulacja opisanej metody przeprowadzona dla portfela aktywów z dowol-
nej gieªdy papierów warto±ciowych i porównanie wyników otrzymanych z zastosowaniem:

a) zaproponowanego modelu,

b) klasycznego modelu Markowitza.

Zaprezentowane w tym rozdziale podej±cie na pewno wymaga jeszcze bardziej szczegóªowych
uzasadnie«.

Przejd¦ teraz do omówienia najwa»niejszych usterek, które zauwa»yªem w ocenianej pracy.
Pomin¦ tutaj niedoci¡gni¦cia typogra�czne (jak brak spacji i znaków interpunkcyjnych) oraz
j¦zykowe. W tym ostatnim przypadku nie jestem specjalist¡, ale cz¦±¢ komentarzy zawartych
w ocenianej pracy jest zupeªnie niezrozumiaªa. Chocia»by ju» tytuª pozycji [1] powinien mo-
im zdaniem brzmie¢: Hermite�Hadamard inequality for Sugeno integral and quasi-arithmetic

means.

1. W De�nicji 2.4 pojawia si¦ poj¦cia rozmytej miary znormalizowanej, jednak zde�niowana
wcze±niej miara rozmyta z de�nicji jest znormalizowana. Ponadto wygodniej jest przyj¡¢
Ak =

⋃n
j=kXj bez u»ycia symbolu miary.

2. Na stronie 11 (linia 11 od góry) Autor u»ywa poj¦cia "continuous Sugeno integral", któ-
rego wcze±niej nie de�niuje. Jednocze±nie nie jest zaznaczone, sk¡d pochodzi przyj¦ta
de�nicja uogólnionej caªki Sugeno.

3. Podrozdziaª 3.4 jest pusty! Zakªadam, »e dalsze podrozdziaªy 3.5�3.9 powinny by¢ sek-
cjami w podrozdziale 3.4. We wszystkich przykªadach nierówno±ci zawieraj¡ce x oraz y
jako zmienne rozpatrywane s¡ dla funkcji f : [x, y] → R. Uwa»am, »e tutaj powinno by¢
f : [0, 1] → R (por. wykresy zamieszczone w przykªadach). W Przykªadzie 3.1 funkcja
speªniaj¡ca rozwa»an¡ nierówno±¢ jest "1-convex". Na koniec, od Przykªadu 3.4 Autor
podaje czas realizacji algorytmu wykonanego w ka»dym przykªadzie. Taka informacja nie
niesie za sob¡ absolutnie »adnej wiedzy, je±li nie jest zamieszczona dodatkowo specy�kacja
sprz¦tu, na którym te czasy zostaªy osi¡gni¦te!

4. Wyniki zawarte w Proposition 2 oraz Twierdzenie 4.2 pochodz¡ z pozycji cytowanych
w spisie literatury, wi¦c zamieszczone dowody s¡ zb¦dne.
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5. W Twierdzeniu 4.1 brakuje zaªo»e« odno±nie rozwa»anej miary µ. Ponadto, wynik przed-
stawiony w Twierdzeniu 4.3 jest niestety bardzo niechlujnie sformuªowany. Poprawniejsze
sformuªowanie mo»na znale¹¢ w pracy [1], cho¢ i tam brakuje zaªo»e« odno±nie monoto-
niczno±ci funkcji φ, ψ oraz miary µ u»ytej w caªce Sugeno.

6. Na stronie 49 (linia 5 od góry) w de�nicji P (α) przed ostatnim skªadnikiem w liczniku
powinien si¦ pojawi¢ znak minus.

7. Powa»ne zastrze»enia budzi okre±lenie wielko±ci α (równo±¢ (29) we Wniosku 4.3.2). Czy
wiadomo, »e B2 − 4AC  0 dla przyj¦tych wielko±ci A,B,C?

8. W nierówno±ci (32) na stronie 52 u»yta jest ±rednia logarytmiczna, której de�nicja pojawia
si¦ (z innym oznaczeniem, o czym ju» wspomniaªem) dopiero na stronie 59.

9. Powa»ne zastrze»enia budzi te» komentarz umieszczony bezpo±rednio po przyj¦tej na
stronie 53 de�nicji funkcji ϕ-wypukªej. Pojawia si¦ tu zaªo»enie, »e funkcja ϕ jest rosn¡ca
i okre±lona na obrazie funkcji f : I → R (o której nic dodatkowo nie jest zaªo»one).
Poni»ej znajduje si¦ uwaga, »e je±li ϕ jest ró»nowarto±ciowa, to zachodzi nierówno±¢ (33).
Po pierwsze, funkcja ϕ jest ±ci±le rosn¡ca, wi¦c musi by¢ ró»nowarto±ciowa. Ponadto, bez
dodatkowych zaªo»e« nie ma pewno±ci, »e warto±¢

tϕ(f(x)) + (1− t)ϕ(f(y))

mie±ci si¦ w obrazie funkcji ϕ, wi¦c (33) nie jest prawidªowo uzasadnione.Wydaje si¦,
»e najwygodniej byªoby przyj¡¢, »e I, J ⊂ R s¡ przedziaªami, f : I → J oraz ϕ : J →
R jest ci¡gª¡ funkcj¡ ±ci±le rosn¡c¡. Tak powinien te» wygl¡da¢ pocz¡tkowy fragment
sformuªowania Twierdzenia 5.2. Dodatkowo w dowodzie powinno pojawi¢ si¦ uzasadnienie,
dlaczego istnieje caªka oznaczona po lewej stronie nierówno±ci (40).

10. W Przykªadzie 6.3 Autor prezentuje jedynie ko«cowe wyniki w ostatniej tabeli na stro-
nie 74. Dla zrozumienia konstrukcji miary ryzyka korzystniejsze byªoby przedstawienie
rachunków dla portfela B z tego przykªadu w miejsce prostego podstawienia do wzoru
zaprezentowanego w poprzednim Przykªadzie 6.2.

Du»a cz¦±¢ wskazanych usterek bardzo istotnie obni»a ogólny poziom przedstawionej pracy,
jednak wi¦kszo±¢ z nich nie wpªywa na ocen¦ jej merytorycznej zawarto±ci. Dlatego moja ocena
tej rozprawy jest pozytywna.

3. Konkluzja

Oceniana rozprawa przedstawia oryginalne rozwi¡zania badanych zagadnie« i prezentuje
ogóln¡ wiedz¦ Autora w dyscyplinie matematyka. Rozprawa ±wiadczy te» o umiej¦tno±ci samo-
dzielnego prowadzenia bada« naukowych przez magistra Nadhomi w dyscyplinie matematyka.
Zatem stwierdzam, »e rozprawa speªnia warunki okre±lone w art. 187 ustawy z dnia 20 lip-
ca 2018 r. - Prawo o szkolnictwie wy»szym i nauce (Dz. U. z 2023 r. poz. 742, 1088 i 1234)
i wnioskuj¦ o dopuszczenie magistra Timothy'ego Nadhomi do dalszych etapów

post¦powania o nadanie stopnia doktora w dyscyplinie matematyka.
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