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Recenzja rozprawy doktorskiej
mgra Timothy’ego Nadhomiego

pt. Functional inequalities connected to Sugeno integral and its applications

Przedstawiona praca doktorska pana Timothy’ego Nadhomiego zostala napisana pod kie-
runkiem prof. dra hab. Macieja Sablika, pracownika Uniwersytetu Slaskiego.

Rozprawa poswiecona jest pewnym nieréwnosciom funkcyjnym zwigzanym z calka Suge-
no, a w szczegblnosci tym zwigzanym z uogélnionymi nieréwnosciami Hermite’'a-Hadamarda.
W rozwigzywaniu niektérych z nich autor stosuje program komputerowy. W przypadku row-
nait funkcyjnych podejscie takie bylo juz stosowane, natomiast w przypadku nieréwnosci
nalezy je uznaé za nowatorskie.

Dysertacja sktada sie z 6 rozdzialéw i liczy 81 stron.

Pierwsze dwa rozdzialy to wprowadzenie czytelnika w tematyke rozprawy, przedstawie-
nie definicji i faktow niezbednych do uzasadnienia otrzymanych przez autora nowych wyni-
kéw. Autor wprowadza pojecia miary probabilistycznej w szczegbinym przypadku o-algebry
generowanej przez skoriczone rozbicie zbioru, miary rozmytej, A-miary Sugeno, oraz calek
Choqueta oraz Sugeno ilustrujac je pewnymi dobrze dobranymi przykladami.

W rozdziale 3 doktorant opisuje procedure dzialania programu komputerowego, napisa-
nego w Paytonie, uzytego do szacowania pewnych nier6wnosci Hermite'a-Hadamarda. Kon-
strukcja programu jest calkowicie nowatorska i opiera sie miedzy innymi na wynikach zwigza-
nych z wykorzystaniem narzedzi porzadkéw stochastycznych (por. Twierdzenie 3.1 z rozpra-
wy pochodzace z pracy [16]) oraz teorii funkcji wypuklych wyzszego rzedu (por. Twierdzenie
3.2 z rozprawy cytowane z pracy [57]). Autor przedstawia prawie 40 zastosowari programu
w zaleznosci od podanych parametréw, otrzymujgc miedzy innymi znane juz nieréwnosci
np.nieré6wnos¢ typu Bullena dla funkcji 3-wypuklych w Przykladzie 3.26. Jest to najobszer-
niejsza cze$é¢ rozprawy.

Kolejny rozdzial poswiecony jest pewnemu wariantowi nier6wnosci (1) z catks Sugeno. Au-
tor szacuje tu catke Sugeno funkcji quasi-arytmetyczno wypuklej ((¢, ¢)-quasi-arytmetyczno
wypuklej, gdzie 1, ¢ sy generatorami tych srednich). Uog6lnia on jeden z wynikéw otrzyma-
nych w pracy [40]. Doktorant podaje takze przyklady szacowania catki Sugeno w przypadku
funkcji (z,z), (z,1/z)-quasi-arytmetycznej. Jako jeden z wnioskéw przedstawia tez oszaco-
wanie calki Lebesgue’a funkcji quasi-arytmetyczno wypukle;j.

Rozdzial 5 autor rozpoczyna od wprowadzenia pojeé¢ Sredniej logarytmicznej, funkeji
logarytmiczno-wypuklej (log-wypuklej) oraz funkeji ¢-wypuklej, éredniej Lagrange’a. Na-
stepnie bada goérng nier6wnosé Hermite’a-Hadamarda dla logarytmicznie wypuklych sred-
nich Lagrange’a. Gléwne wyniki tego rozdzialu to Twierdzenia 5.2 oraz 5.3 pokazujace, ze
$rednia logarytmiczna jest jedyng Srednig Lagrange’a spelniajgcg gérng nieréwnosé Hermita-
Hadamarda. W tej czedci autor poprawia jedno z falszywych oszacowan przedstawionych
wpracy [65, Theorem 2.5]. Przyklad 5.1 pokazuje, ze szacowanie z pracy [55] jest falszywe,
natomiast prawidlowe oszacowanie podajg lematy 5.5 1 5.6.

\ 'll,ll /)

|
|
|



Ostatnia cze$é¢ pracy poswiecona jest matematyce finansowej. Doktorant przedstawia za-
stosowanie miary rozmyte] w zarzadzaniu ryzykiem portfela, proponujac nowe podejécie.
Omawia zastosowanie nieaddytywnych miar rozmytych jako alternatywy dla tradycyjnych
wskaznikow ryzyka, takich jak odchylenie standardowe. Rozwaza problem wyboru portfe-
la podobny do modelu Markowitza, w ktérym uzywa miary rozmytej (transformacja miary
lambda Sugeno) i caltki d-Choqueta do tworzenia efektywnej granicy. Ze wzgledu na ograni-
czenia nowoczesnej teorii portfela (MPT) i jej oparcie na zalozeniach o rozkladzie normalnym,
wprowadza nieaddytywne miary rozmyte, ktére nie zakladaja okreslonych rozkladow praw-
dopodobienistwa, ale oddajg dywersyfikacje i zalezno$¢ w charakterystyce aktywéw. Takie
podejscie pozwala uwzgledni¢ niedokladnosci i niepewnosci na rynkach finansowych, zapew-
niajac pelniejsze zrozumienie ryzyka portfela. Biorac pod uwage dywersyfikacje i zaleznosci
miedzy aktywami, nieaddytywne miary rozmyte oferujg obiecujacg metode dokladniejsze]
analizy ryzyka i podejmowania $wiadomych decyzji inwestycyjnych.

Rozprawa doktorska powstala na podstawie jednej samodzielnej pracy autora i trzech
wspotautorskich maszynopisow

1. T. Nadhomi, Sugeno Integral for Hermite-Hadamard inequality and quasi-arithmetic
means. Annales Mathematicae Silesianae 37 (2023), no. 2, 294-305. https://doi.org/
10.2478 /amsil-2023-0007.

2. T. Nadhomi, M. Sablik and J. Sikorska, On a characterization of the logarithmic mean.
Submitted.

3. T. Nadhomi, C. P. Okeke, M. Sablik and T. Szostok, On a class of functional inequali-
ties, a computer approach. Submitted.

4. T. Nadhomi, C. P. Okeke and M. Sablik, Portfolio selection based on a fuzzy measure.
Submitted.

Czytajac rozprawe odnoslam nieodparte wrazenie, ze jest to nie do korica przemyslana
kompilacja powyzszych prac. Szczegolnie rozdzialy 4 i 5 moglyby by¢ spdjniej zredagowane.
Za zalete uwazam jednak jednak fakt, Ze po raz pierwszy uzyto programu komputerowego
do rozwiazywania nieréwnosci funkcyjnych. Ciekawe jest tez nowatorskie zastosowanie miary
rozmytej w zarzadzaniu ryzykiem portfela. Dowody przedstawione w pracy sa przewaznie
techniczne, niemniej jednak wymagajg dobrej orientacji w zakresie szeroko rozumianej analizy
matematycznej, teorii calki, réwnan funkcyjnych, a takze probabilistyki. Wyniki uzyskane
przez pana mgra Timothy’ego Nadhomiego sg cickawe i wartosciowe. Pokazuja, ze doktorant
posiada umiejetno$é¢ samodzielnego prowadzenia pracy naukowe;j.

Ponizej przestawiam kilka szczeg6lowych uwag dotyczacych recenzowanej rozprawy.

1. Po definicji 2.1 brakuje mi komentarza, ze funkcja skonczenie addytywna okreslona na
rodzinie X jest w istocie przeliczalnie addytywna.

2. Autor niezrecznie wprowadza pojecia definiowane uzywajac w definicji sp6éjnika réwno-
waznosci (por. np. definicje 2.1, 2.2).

3. Definicje 2.7 1 2.8 oraz przyklady 2.6 1 2.7 to dokladnie definicje 2.4 i 2.5 oraz przyklady
2.2 1 2.4 wprowadzone kilka stron wczeéniej.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

We wzorze (13) brakuje zlozen o ¢;. Definicja funkcji n-wypuklej ze str. 14 powinna
nastapi¢ zaraz po definicji funkcji wypuklej lub zamiast niej (str.1, Definicja 1.1).

Definicja wazonej $redniej quasi-artymetycznej powinna poprzedzaé definicje funkeji
(¢, ¥)-wypuklej.

Uwaga 6 powinna by¢ uzasadniona i sformutowana bardziej ogélnie, nie tylko dla funkeji
1, a dla dowolnego generatora Sredniej quasi-arytmetyczne;.

Funkcje My, oraz M, okreslone na str. 43; oraz str. 44? nazywamy wazonymi srednimi
arytmetycznymi.

Prawidlowe cytowanie literatury zawsze poprawia komfort czytania pracy. Stwierdzenie
2 ze str. 44 nie pochodzi z pracy [1].

W Twierdzeniu 4.2 brakuje zatozenia f(I) C J.

Twierdzenie 4.3 sformulowane jest bardzo niestarannie. Autor nie zadbal ani o dziedzi-
ny wystepujacych tu generatoréw srednich, ani o ich monotonicznosé. Wprowadzajac
oznaczenie $rednich M, M, warunek funkcji quasi-arytmetyczno wypuktej nalezalo
zapisa¢ z wykorzystaniem tych oznaczen. Nie wiadomo tez czym jest zbior F, ktory
wcalej pracy pojawia sie tylko w sformulowaniu tego twierdzenia.

W dowodzie Twierdzenia 4.2 brakuje informacji o tym z jakiego zbioru wybrany jest
z 1 jakie sa jego relacje z liczbami a oraz b. Definiowany tam f, powinien byé¢ liczba
zprzedziatu [0, 1].

Definicje $redniej oraz jej pewne wlasnosci przytoczone w rozdziale 5 w ostatnim aka-
picie na stronie 53 nalezalo umiesci¢ na poczatku rozdziatu 4.

Numerowanie wzoréw, na ktore autor nie powoluje sie w dalszej czesci pracy jest zabie-
giem dla mnie niejasnym i utrudniajacym czytanie rozprawy. Wzory (2), (3), (4), (6),
(8), (9), (10), (11), (12), (14), (15), (18), (21), (26) i wiele innych powinno pozostaé
bez numeracji.

Ujednolicenie i wprowadzenie wspolnej numeracji definicji, lematéw, twierdzen, przy-
ktadéw (dwucyfrowa), wnioskow (trojcyfrowa), uwag (jednocyfrowa) i wzoréw utatwi-
toby czytanie pracy.

Ponad 15% prac umieszczonych w bibliografii nie zostalo zacytowanych w rozprawie
np. prace [1], [12], [17], [25], [26], [33], [34], [46], [47], [48], [65].

Na estetyke pracy niekorzystnie wplywajg wzory i tabele wychodzace na marginesy
stron.

Powyzsze uwagi nie wpltywaja jednak istotnie na zawarto$é merytoryczng pracy.



Konkluzja

W mojej ocenie omawiana rozprawa doktorska pana Timothy’ego Nadhomiego pt. ,Func-
tional inequalities connected to Sugeno integral and its applications” spelnia zaréwno wyma-
gania zwyczajowe, jak i1 te stawiane pracom doktorskim przez ustawe z dnia 20 lipca 2018
r. Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce (Dz. U. 2021 poz. 478 z p6zn. zm.). Uwazam, ze
rozprawa zawiera oryginalne rozwigzania nowych probleméw matematyczno-ekonomicznych.
Po zapoznaniu si¢ z rozprawsg, jestem przekonana, ze jej autor opanowal wiedze teoretyczng i
metody badawcze niezbedne do samodzielnego prowadzenia badan naukowych. Wnosze wiec
o dopuszczenie pana mgra Timothy’ego Nadhomiego do dalszych etapéw postepowania o
nadanie stopnia doktora w dyscyplinie matematyka.

Zielona Gora, 24 czerwca 2024 r.
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