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1 Wstep i opis dziedziny.

Formy kwadratowe stanowia obszerna dziedzine badari o korzeniach w klasycznej matematyce
i prawdziwie spektakularnych osiaggnieciach w ostatnich dekadach. Jej poczatki siegaja czasow
Eulera i Fermata, za$ juz w czasach Gaussa istniala dobrze rozwinieta teoria form o wspotczyn-
nikach caltkowitych. Nowym impulsem w rozwoju teorii bylo ogloszenie na poczatku XX wieku
podczas Kongresu Matematykéw w Paryzu stynnych 11 i 17 probleméw Hilberta, ktorych kom-
pletne rozwiazanie pojawito siec w latach dwudziestych w pracach Hassego, Artina i Schreiera.
Wspblczesna teoria bierze swdj poczatek w pionierskich pracach Witta [63], ktéry wprowadzil
pojecie pier§cienia nazywanego dzi$ jego nazwiskiem, oraz w pracach Pfistera [49] i Casselsa [10],
ktorzy zbadali i opisali podstawowe wlasnosci pierscieni Witta: mowiac kolokwialnie, pierscien
Witta zawiera informacje o teorii symetrycznych form dwulinowych nad danym ciatlem i tym
samym opisuje zachowanie geometrii ortogonalnej budowanej nad takim ciatem.

Gléwnym narzedziem uzywamym do studiowania form kwadratowych w niniejszym autoreferacie
sa hiperciala, czyli algebry przypominajace ciata, wszelako z dodawaniem przyjmujacym mozliwie
wiele wartosci: precyzyjne definicje zostang podane ponizej. Trudno jest powiedzieé¢ kto pierwszy
formalnie wprowadzil hiperciala do matematyki, ale przynajmniej w zakresie uzywanym przez nas
wydaje sie, ze po raz pierwszy pojawily sie w 1956 w pracach Krasnera [34] dotyczacych aprok-
symacji cial z waluacjami. W kolejnych dekadach struktury z wielowarto$ciowym dodawaniem
badane byly przede wszystkim przez informatykoéw, zapewne ze wzgledu na ich zastosowania w
logice rozmytej, teorii automatow, kryptografii, teorii kodéw i hipergrafow (zob. [16], [17] oraz [64]),
a takze, do pewnego stopnia, przez matematykow zajmujacych sie analiza harmoniczng (zob. [38]).
W ostatnich czasach mozemy moéwi¢ o malym renesansie hiperstruktur w zwiazku z ich rosnaca
popularnoécia w réznych dyscyplinach matematyki: w pracach Connesa i Consani [11], [12], [13]
dotyczacych teorii liczb, geometrii incydencji oraz geometrii algebraicznej uprawianej nad ciatami
o charakterystyce 1, w pracach Viro [60], [59] dotyczacych geometrii tropikalnej, w precach Izhakian
i Rowena [25] oraz Izhakiana, Knebuscha i Rowena [24] dotyczacych badan niedawno wprowadzo-
nych obiektow algebraicznych takich jak algebry supertropikalne, czy w pracach Lorscheida [39],
[40] poswieconych tzw. odbitkom, czyli obiektom algebraicznym skonstruowanym na potrzeby
stworzenia rygorystycznych podstaw algebraicznych geometrii tropikalnej. Wreszcie Jun zastosowalt
hiperstruktury do uogoélnienia pojecia waluacji i rozwinal podstawy geometrii algebraicznej upra-
wianej nad hiperpierscieniami [27], [28], [29].

Bardzo naturalne przyktady hiperciat pojawiaja sie tez w algebraicznej teorii form kwadratowych.
Fakt ten zostal zaobserwowany po raz pierwszy przez Marshalla [43], a jego praca, wraz z zawartymi
w niej otwartymi problemami, zainspirowala autora do zainteresowania sie tematyka hipercial i
stanowila pokaZzng cze$¢ motywacji stojacej za pracami opisywanymi w niniejszym opracowaniu.
Siedem prac stanowiacych cykl tematyczny autoeferatu autora ilustruje przyklady trzech zasto-
sowan hipercial w algebraicznej teorii for kwadratowych: prace [E1], [E2] i [E3] dotycza réownowaz-
nosci Witta cial, prace [O1], [O2] i [O3] dotycza teorii porzadkéw wyzszych rzedow i zwiazanych
z nimi poje¢ rozwinietej dla hipercial i multipierscieni, za$ praca [P1] dotyczy aksjomatycznej
teorii form kwadratowych. Ponizej zajmiemy sie szczegblowym wyjasnieniem wzmiankowanych
przed chwila pojeé.

Niech F bedzie cialem charakterystyki #2 i niech V' bedzie skoriczenie wymiarows przestrzenig
wektorowa nad F. Formg kwadratowg g na V nazywamy funkcje q: V — F' taka, ze stowarzyszona
z nig funkcja by: V x V — F zdefinowana wzorem

1
by(u,v) = 5lg(u+v) —q(u) = q(v)]
jest dwuliniowa, czyli liniowa ze wzgledu na kazda zmienna, oraz taka, ze

q(av) =aq(v),



dla wszelkich a € F, v € V. Pare (V, q) bedziemy nazywaé przestrzeniq kwadratowq, zas pare
(V,bq) przestrzenig dwuliniowg. Dwa wektory u,v € V' sa ortogonalne jesli by(u,v) =0.

Dwie przestrzenie kwadratowe (V1, ¢1) i (Va, ¢2) nad tym samym cialem F' sa izometryczne, jezeli
istnieje izomorfizm przestrzeni wektorowych ¢: V) — V5 taki, ze

g2(9(v)) = q1(v),

dla dowolnych v € V4, za$ dwie formy kwadratow ¢; 1 g2 bedziemy wowczas nazywaé réwnowaznymi
i oznacza¢ q1 = ¢o. Dla formy kwadratowej ¢ na V elementy zbioru Dp(q) niezerowych wartosci ¢:

Dr(g)={ac F*|FveV]a=q(v)]}

bedziemy nazywaé elementami reprezentowanymi przez g nad F. Jako ze q(av) = a?q(v), dla
a€F,veV, wynika stad, iz Dp(q) sktada sie z warstw multyplikatywnej grupy F'* wzgledem jej
podgrupy F'*2 niezerowych kwadratéw. Tym samym Dr(q) mozna postrzegaé jako podzbiér grupy
F*/F*? klas kwadratow ciala F.

Dla przestrzeni kwadratowej (V, ¢) wymiar V bedziemy nazywac wyiarem ¢ i oznaczaé dim g. Jesli
B=(u1,...,uy) jest baza V', macierz B = [bq(u;,u;)] € F}; bedziemy nazywac macierzq ¢ wzgledem
bazy B. Jesli By i By sa dwiema macierzami ¢ wzgledem réznych baz By i By, to By i By sa
kongruentne, tzn. By = PByPT, gdzie P jest pewna nieosobliwg macierza — tym samym det By
i det By, o ile sa r67ne od zera, leza w tej samej warstwie (det B)F*2, ktéra bedziemy nazywaé
wyznacznikiem q 1 oznaczaé det g. Jezeli det B =0 dla pewnej bazy B, to przyjmujemy, ze det q
jest rowny 0. Forme ¢ nazywamy nieosobliwg, jezeli det ¢ % 0.

Dla kazdej formy kwadratowej g nad cialem F, char F' # 2, istnieje baza B taka, ze macierz B
formy ¢ wzgledem B jest diagonalna, a zatem g moze by¢ diagonalizowana. Taka baza B sktada
sie z wektorow, ktore sa parami ortogonalne. Mozna tatwo sprawdzic, ze jezeli v = (21, ..., Tp) jest
wektorem o wspotrzednych zapisanych wzgledem bazy B, i jesli aq, ..., a, sa elementami na gtéwnej
przekatnej macierzy B formy ¢ wzgledem B, to wowczas

q(v) = a2+ ... + anr?.

Jezeli ¢’ jest forma kwadratowa rownowazng q, ¢’ & ¢, oraz jesli ¢’ jest diagonalizowana tak, ze
aj,...,a,, sa elementami na gtéwnej przekatnej macierzy B’ formy ¢’ wzgledem pewnej bazy B’, to,
wobec réwnoséci B= PB’PT, dla pewnej macierzy P € F, det P+ 0, tatwo sprawdzamy, iz a; oraz
alleza w tej samej warstwie wzgledem podgrupy F*2. Z tych wzgledéw bedziemy utozsamiali forme
q (lub, $cislej, klase form réwnowaznych formie ¢) z formalna n-ka (@, ...,@,), gdzie @; = a; F 2.

Rozwazmy binarna forme kwadratowa g = (a1, az). W $wietle naszych powyzszych rozwazan
Dr(q)={ac F*/F*? 3z, 22 € F [a=a12? + az23]},

co sugeruje, ze multyplikatywna grupa F* / F*% moze byé wyposazona w pewna wielowartosciowa
strukture addytywna blisko zwiazana z teoria form kwadratowych. Jest tak w istocie: jezeli char F' #
2 oraz F #F5, 5, definiujemy dodawanie

a1+ @2 = Dp((@1, @),

dla wszelkich @y, @ € F* / F*2, za$ jedli char F =2 lub F =13 or [F5, stosujemy nieco zmodyfikowang
definicje:

Dr((a1,a2)) U{a1, a2}, gdy a1 # —ao,

a1+a2_{ FX/FX27 gdy 61:762,



dla wszelkich @y, @ € F* / F*2. Oznaczmy przez Q(F) grupe F* / F*2? wraz z dolaczonym
elementem 0, wielowartosciowym dodawanie + zdefiniowanym jak wyzej dla niezerowych klas @,
@y € F* / F*? i naturalnie rozszerzona na 0 przez zadeklarowanie 0+a@=a i zwyktym mnozeniem
- naturalnie rozszerzonym na 0 przez @-0=0-a =0. Nietrudno sprawdzamy ([E1], Proposition
2.1) ze Q(F) wraz z tak zdefiniowanymi operacjami ma nastepujace wlasnosci:

(QH1). (@+b)+e=a+ (b+¢), dla wszelkich @, b,z € Q(F);

—

(QH2). @+b=">b+a, dla wszelkich @, b€ Q(F);

(QH3). (@eb+e)= (bea+ (—7)), dla wszelkich @,b,ce Q(F);
(QH4). @+ 0=a, dla wszelkich @€ Q(F);

(QH5). (Q(F)\{0},-,T) jest przemiennym monoidem;

(QHS6). a-0=0, dla wszelkich @ € Q(F);

(QHT). @- (b+7) Ca-b+a-b, dla wszelkich @, b,ce€ Q(F);

Q

(QHS). 1+0;
(QHY). kazdy #0 element Q(F') ma multyplikatywna odwrotnos¢.

Q(F) nazywamy kwadratowym hiperciatem ciala F. Jak sama nazwa sugeruje, jest to szczegdlny
przyklad hiperciata, czyli algebry w wielowartosciowym dodawaniem (H,+,—,-,0,1), gdzie H #£ ),
0,1cHi+HxH—2" —H - H, :HxH— H sa funkcjami takimi, ze

(H1). Va,b,ce H|(a+b)+c=a+ (b+)]; (H2). Va,be H[a+b=0b+al;
(H3). Va,b,cecH[(acb+c)=(bca+(—c))]; (H4). Ya€ H[a+0=al;
(H5). (H\{0},-,1) jest przemiennym monoidem; (H6). Yac H [a-0=0];

(H7). Ya,b,ce H [a(b+¢) Cab+ac]; (H8). 0+£1;

(H9). Vae H\{0}Ja L€ Ha-a t=1].

Zauwazmy, ze a + (b+¢) = U, cpye
H* dla oznaczenia H \ {0}. Zgodnie z terminologia z pracy [45], algebra (H,+, —, 0) spelniajaca
aksjomaty (H1) — (H4) bedzie nazywana (kanoniczna) hipergrupq, algebra (H, 4+, —, -, 0, 1)

spelniajaca (H1) — (H8) multipierscieniem, za$ algebra (H,+,—,-,0,1) speliajaca (H1) — (H6),
(H8) i dodatkowo

a + x. Tak jak w przypadku zwyklych cial, bedziemy pisaé

(H7). Va,b,ce H [a(b+c)=ab+ ac]

hiperpierscieniem. Zauwazmy, ze wobec (H7) i (H9), kazde hipercialo spelnia aksjomat (H7’).

Hiperciata tworza kategorie, w ktorej morfizmy pomiedzy dwoma hipercialami Hy i Hy definiujemy
jako funkcje f: Hy — H> takie, ze

(M1). Va,be Hy[f(a+b)C f(a)+ f(b)],
(M2). Va,be Hy[f(ab)= f(a) f(b)],

(M3). Va e Hy [f(~a) =~ f(a)],



(M4). f(0)=0,
(M5). f(1)=1.

Hiperciala, jakkolwiek na pierwszy rzut oka sprawiajace wrazenie tworow do$é¢ egzotycznych, sa
w rzeczywistosci bardzo naturalnymi obiektami, ktére pojawiaja sie juz na etapie szkolnej mate-
matyki: istotnie, rozwazmy hipercialo Q2 = {—1, 0, 1} ze zwyklym mnozeniem, w ktérym 0 jest
elementem neutralnym przemiennego dodawania zdefiniowanego nastepujaco:

1+1={1}, (-D)+(-1)={-1}, 1+(-1)={-1,0,—-1}

¢

zauwazmy, ze “1” mozemy tu interpretowaé jako dodatnie liczby rzeczywiste, “—1” jako liczby
ujemne, zas “0” jako liczbe 0 — tym samym wielowartosciowe dodawanie + okresla mozliwy rezultat
dodawania dwoch liczb rzeczywistych o potencjalnie réznych znakach.

Po zapoznaniu sie z powyzszymi definicjami i uwagami, mozemy teraz przystapi¢ do omdwienia
gltownych rezultatéw praz zawartych w cyklu monotematycznym niniejszego autoreferatu.

2 Hiperciata i r6wnowazno$é Witta ciat

Jezeli (V1,q1) 1 (Vz, g2) sa dwiema przestrzeniami kwadratowymi, to wowczas (V4 @ Va, 1 L go), gdzie

(@1 L g2)(v1,v2) = q1(v1) + q2(v2),

rowniez jest przestrzenig kwadratowa, ktora nazywamy sumg ortogonalng form ¢; i g2. Podobnie
(Vi ® Va, q) jest przestrzenia kwadratows zwana iloczynem tensorowym form q; i ¢o, oznaczang
przez qi ® qo, przy czym stowarzyszona forma dwuliniowa b, jest okreslona wzorem

bq(v1 @ v2, w1 ® w2) = b, (v1, 1) - by, (v2, w2),
na tensorach prostych vy ® va, w1 @ we € Vi @ Va. Jedli g1 = (@1, ..., Gn) i g2= (b1, ..., by, ) sa formami
diagonalizowanymi, to

qlg= <(71, voy p,y b1, ...,Em> oraz q1 ® qa = <(71b17 ...,C_llgm, .ovy Tpb1, ...,CTnbm>.

Suma ortogonalna i iloczyn tensorowy nieosobliwych form kwadratowych sa nieosobliwe. Forme
¢ nazywamy izotropowq, jezeli, dla pewnego niezerowego wektora v € V, ¢(v) = 0. Prostym, a
zarazem waznym przykladem nieosobliwej formy izotropowej jest plaszczyzna hiperboliczna, czyli
dwuwymiarowa forma, ktorej diagonalizacja rowna jest (1, —1). Jezeli forma ¢ jest izotropowa, to
wowczas istniejg pewna forma kwadratowa q; i ptaszczyzna hiperboliczna h; takie, ze ¢ = hy L q1;
postepujac indukcyjnie otrzymujemy zatem rozklad

q=hiL...Lh; g,

gdzie hq, ..., h; sa plaszczyznami hiperbolicznymi, za$ forma gq, jest anizotropowa, tzn. nie jest
izotropowa. Okazuje sie, ze liczba ¢ w powyzszym rozkladzie jest wyznaczona jednoznacznie, za$
forma ¢, jednoznacznie z doktadnoscia do izometrii — nazywamy ja anizotropowq czescig formy q.
Jezeli q, =0, to forme g nazywamy hiperboliczng.

Dwie formy kwadratowe q i ¢’ sg réwnowazne w sensie Witta, co oznaczamy przez q~ q’, jezeli ich
anizotropowe czesci qq 1 q,, sa izometryczne, q, = q}. Zgodnie z oczekiwaniami, réwnowaznosé w
sensie Witta jest istotnie relacja rownowaznodci, ktéra okazuje sie zachowywaé sumy ortogonalne
i iloczyny tensorowe, tzn. jesli g~ ¢’ i r~r', to wowczas

glr~q¢ Lr'orazq@r~q¢ @7’



Jezeli char F' # 2, to klasy rownowaznosci w sensie Witta nieosobliwych form kwadratowych nad
F wraz z dodawaniem i mnozeniem indukowanymi przez 1 i ® tworza pierscien przemienny z
jedynka, ktory nazywamy pierscieniem Witta ciala F' i oznaczamy przez W (F). Jesli char F'=2,
to podobna konstrukcja prowadzi do pojecia pierscienia Witta nieosobliwych i symetrycznych form
dwuliniowych nad ciatem F', rowniez oznaczanego przez W (F'). W tym przypadku klasy réwnowaz-
nosci Witta nieosobliwych form kwadratowych nie tworza struktury pierscienia, ale jedynie grupe
abelowa, zwyczajowo oznaczang przez W, (F'), ktora okazuje sie by¢ W (F)-modulem [6].

Forma kwadratowa (1, @), @ € F* / F*2, nazywana jest jednokrotng formq Pfistera, zaé iloczyn
tensorowy n jednokrotnych form Pfistera (1,a@;) ®...® (1,@,), @1, ..., @, € F* / F*2, nazywany jest
n-krotng formgq Pfistera. Grupa abelowa I (F') generowana przez klasy rownowaznosci Witta jedno-
krotnych form Pfistera tworzy ideal pierscienia W (F), zwany ideatem fundamentalnym. Dla ideatu
I(F) jego n-krotna potega I"(F') jest generowana jako grupa abelowa przez klasy rownowaznosci
Witta n-krotnych form Pfistera.

Moéwimy, ze dwa ciala F' i E sa rdwnowazne w sensie Witta, co oznaczamy przez F'~ E| jezeli W (F')
i W(FE) sg izomorficzne jako pierscienie. Wyjasnijmy bardziej szczegblowo jakie sa konsekwencje
rownowaznosci Witta cial. Po pierwsze, sytuacja, w ktorej formy kwadratowe nad dwoma réznymi
ciatami zachowuja sie w doktadnie taki sam sposob jest opisana nastepujaca definicja:

Definicja 2.1. Duwa ciala F i E of charakterystyki #2 nazywamy rownowaznymi ze wzgledu na
formy kwadratowe jezeli istnieje para bijekcjit: F* | F*2— E* | EX? i T:€(F)— €(E), gdzie €(F)
i €(E) oznaczajq zbiory klas réwnowaznosci nieosobliwych form kwadratowych nad, odpowiednio,
F i E, takie, Ze spelnione sq nastepujgce cztery warunki:

i. T(@1, ..., Tn)) = (H(@1), ..., 1 (@), dla wszelkch @y, ..., Ty € F* | F*2,

ii. det T'(q) =t(det q), dla kazdej nieosobliwej formy kwadratowej q nad F,

iti. Dp(T(q))=t(Dr(q)), dla kazdej nieosobliwej formy kwadratowej ¢ nad F,

. t(1)=T oraz t(-1)=-T.

Klasyczne kryterium réwnowaznosci Witta pochodzace od Harrisona [23] razem z twierdzeniem
Cordesa [14] orzeka co nastepuje:

Twierdzenie 2.2. Dla dwdch cial F i E charakterystyki #2 nastepujgce warunki sq réwnowazne:
1. Fi E sq réwnowazne ze wzgledu na formy kwadratowe,

2. istnieje izomorfizm grup t: F* | F*2 — E* | EX? taki, ze t(1) = 1, oraz, dla wszelkich @,
be F*/F*x2,

1e Dp(a, 5) s1e DE(t(a_)>t(5))a
3. F~E,

4 W(F)/I(F)=W(E)/I’(E).

Wersja powyzszego kryterium dla cial charakterystyki 2 pochodzi od Baezy i Moresiego [6], gdzie
glowny argument zasadza sie na obserwacji, iz tzw. Arason-Pfister Hauptsatz [2] zachodzi dla cial
dowolnej charakterystyki.



7 powyzszego twierdzenia wynika, ze rownowazne w sensie Witta ciala mozna rozumieé¢ jako ciata,
ktorych teorie form kwadratowych sa takie same. Zauwazmy wszelako, iz w $wietle tego, czego
powyzej dowiedzieliSmy sie o kwadratowych hipercialach i morfizmach hiperciat, mozemy sformu-
towaé kryterium Harrisona-Cordesa uzywajac znacznie prostszego jezyka ([E1], Proposition 3.2):

Twierdzenie 2.3. Niech F i E bedq dowolnymi ciatami. Wowczas F ~ E wtedy i tylko wtedy, gdy
kwadratowe hiperciata Q(F) i Q(E) sq izomorficzne jako hiperciata.

Tym samym kwadratowe hipercialo Q(F') zawiera te sama informacje o ciele F' co jego pierscien
Witta W (F). Jednoczesnie wydaje sie by¢ o wiele prostszym do zrozumienia obiektem.

Zagadnienie badania ktore ciala sa rownowazne w sensie Witta okazuje sie by¢ dosé skompliko-
wane 1 mozliwe do rozstrzygniecia tylko przy zwezeniu klasy rozwazanych cial do specyficznych
przypadkow, w istocie za$ satysfakcjonujace wyniki zostaly dotychczas osiagniete tylko w kilku,
raczej szczegbdlnych, przypadkach. Trywialnymi przykladami cial réwnowaznych w sensie Witta sa
ciala kwadratowo domkniete, ktore wszystkie sg rownowazne, przy czym ich pierscieniem Witta
jest poprostu Z /27, oraz ciala rzeczywiscie domkniete, ktorych pierscieniem Witta okazuje sie
by¢ Z. Nieco bardziej skomplikowany, aczkolwiek wcigz mozliwy do rozstrzygniecia elementarnymi
metodami, jest przypadek ciat skoriczonych, ktore albo sg réwnowazne w sensie Witta z [Fs, o ile
liczba ich elementéw =3 mod 4, albo z Fs, o ile liczba ich elementéw =1 mod 4 (zob., na przyklad,
[E3], Theorem 4.3). Ciala lokalne rowniez sg kompletnie sklasyfikowane ze wzledu na réwnowaz-
no$¢ w sensie Witta (zob. [E3], Theorem 6.1, gdzie znajduje sie prosty dowod w przypadku nie-
dyadycznym oraz [37], Theorem VI.2.29, dla przypadku dyadycznego), przy czym metody zaan-
gazowane w dowodach zasadniczo nie przekraczajg zakresu standardowych podrecznikow algebry
dla doktorantow. Przypadek ciat globalnych jest znacznie bardziej skomplikowany. Jako ze uzu-
pelnienia cial globalnych sa cialami lokalnymi, réwnowaznosé¢ Witta uzupekienn cial globalnych
jest tatwa do opisania. Problem rownowaznosci w sensie Witta ciat globalnych zostal kompletnie
rozstrzygniety przez spektakularng zasade lokalno-globalna, ktorej trzy rézne dowody podali Perlis,
Szymiczek, Conner, Litherland [48] oraz Szymiczek [56], [57] i ktora orzeka, iz dwa ciata globalne
o charakterystyce #£2 sa rownowazne wtedy i tylko wtedy gdy wszystkie ich odpowiadajace sobie
uzupelnienia sa rownowazne w sensie Witta. Baeza i Moresi [6] pokazali ponadto, ze kazde dwa
ciala globalne charakterystyki 2 sa rownowazne, nie jest tez trudno udowodnié, ze ciato globalne
charakterystyki 2 nie moze by¢ réwnowazne cialu globalnemu charakterystyki #2. Szczegolowa
analiza wzmiankowanej zasady lokalno-globalnej pozwala tez na sporzadzenie kompletnej listy
niezmiennikéw réwnowaznosci Witta cial liczbowych, co zostalo zrobione przez Carpenter [8].
Biorac pod uwage, ze ciata globane sa badz ciatami liczbowymi, badz ciatami funkcyjnymi jednej
zmiennej nad ciatami skoriczonymi, w ostatnich latach znaczny wysitek matematykow pracujacych
z formami kwadratowymi zostal po$wiecony probom przeniesienia metod stosowanych dla ciat
globalnych na grunt dowolnych cial funkcyjnych. Przypadek cial funkcyjnych jednej zmiennej
nad cialami algebraicznie domknietymi jest raczej prosty (por., na przyklad, [E3], Theorem 9.1),
za$ przypadek cial funkcji algebraicznych jednej zmiennej nad ciatami rzeczywiscie domknietymi
zostal stosunkowo niedawno rozstrzygniety przez Koprowskiego [33] oraz Grenier-Boley wraz z
Hoffmannem [22]. Cze$ciowo pod wplywem motywacji zdobytej podczas recenzowania pracy [22]
dla Zentralblatt, autor wspoélnie z Murrayem Marshallem podjat sie proby zbadania kryteriow
rownowaznosci Witta ciat funkcyjnych nad ciatami globalnymi i lokalnymi. W rezultacie powstaly
dotychczas trzy prace [E1], [E2] i [E3] (niestety, opublikowane juz po $mierci drugiego autora w
2015), ktorych opisem si¢ teraz zajmiemy.

2.1 Praca [E1].

Jest to praca otwierajaca serie po§wiecona rownowaznosci Witta, ktora zawiera wiekszosé teorii i
rozwinietych technik, z tego tez powodu oméwimy ja mozliwie najbardziej szczegétowo. Dla ciata F'
przyjmujemy standardowa notacje z teorii waluacji: jesli v jest waluacja na F, I, oznacza¢ bedzie
grupe wartosci v, A, pierscien waluacyjny, M, jego jedyny ideal maksymalny, U, grupe jednostek,
F, cialo reszt, a m = m,: A, — F, kanoniczny homomorfizm okreslony wzorem w(a) = a + M,.
Powiemy, ze v ma range dyskretna réwna 1, jezeli I, = Z.



Dalej, przypomnijmy, ze porzqadkiem ciala F nazywamy podzbiér P zbioru F* taki, ze F* =
PU—P (suma roztaczna), P- P C P, P+ P C P, gdzie —P ={—a|a € P}. Jedli P jest porzadkiem
F to F*2 C P i P jest podgrupa F*. Porzadki ciala F' o charakterystyce char F' = 0 s3 we
wzajemnie jednoznacznej odpowiedniosci z homomorfizmami hipercial Q(F) — Q2 (przypomnijmy,
ze (Y2 oznacza tu trzyelementowe hipercialo zdefiniowane wczesniej), tak wiec porzadki dwoch
rownowaznych w sensie Witta ciat rowniez pozostaja we wzajemnie jednoznacznej odpowiedniosci
(zob. [E3], Theorem 7.1, gdzie znajduje sie prosty dowod tego ogdlnie znanego faktu).

Niestety, podobna odpowiednio$é nie zachodzi dla waluacji: jakkolwiek jest prawdziwa dla pewnych
szczegdlnych klas cial, w tym cial globalnych o charakterystyce #2, mozna stosunkowo latwo
podaé¢ odnosne kontrprzyklady w ogolnym przypadku (zob., na przykiad, [E3], Example 7.3).
Glownym rezultatem pracy [E1] jest rozszerzenie zasady lokalno-globalnej Perlisa, Szymiczka,
Connera i Litherlanda (por. [E1], Theorem 7.5) orzekajace, ze jesli ciala funkcyjne F i E nad
cialami globalnymi sg rownowazne w sensie Witta, to ustanawiajacy taka rownowaznos$¢ izomorfizm
hipercial kwadratowych Q(F) i Q(F) indukuje w sposob kanoniczny bijekcje pomiedzy zbiorami
waluacji Abhyankara cial F'i E, ktorych ciala reszt nie sa ani skoniczone, ani charakterystyki 2.
Przypomnijmy, ze jezeli F' jest cialem funkcyjnym nad ciatem & i v jest waluacja w F', to nieréwnosé
Abhyankara orzeka, iz

trdeg (F: k) > rkq(Ly, /Ty k) + trdeg (Fo: ky i)

gdzie v |k oznacza zwezenie waluacji v do k. Dla dowolnej grupy abelowej I', rko(T) :=dimg(I'®7 Q).
Mowimy, ze v jest waluacjg Abhyankara (wzgledem k) jesli zamiast > w nier6wnosci Abhyankara
wystepuje znak =. Jest dobrze znanym faktem, ze w tym przypadku I, /T,y = Z X ... x Z (gdzie w
produkcie wystepuje rko(Ty, /Ty k) czynnikow) oraz F, jest ciatem funkcyjnym nad .. Ponadto,
jezeli v jest waluacja Abhyankara (wzgledem k) to T, @ Z x ... X Z (gdzie w iloczynie wystepuje
rkg(T,) czynnikow) oraz F, jest ciatem funkcyjnym nad ciatem globalnym albo ciatem skoriczonym.

Precyzyjna wypowiedz [E1]|, Theorem 7.5, w szczegélnosci za§ precyzyjny opis sposobu budo-
wania wzmiankowanej kanonicznej bijekcji wymagalby wprowadzenia szeregu technicznych definicji
i oznaczen, ktore zapewne przekroczyloby pozadany poziom og6lno$ci rozwazann w niniejszym
autoreferacie, sa one wszelako detalicznie dyskutowane w [E1]. Gl6wnym narzedziem w przeprowa-
dzonym dowodzie jest kombinacja [E1], Propositions 4.1 — 4.3, ktore sa odpowiednio zbudowanymi
uogolnieniami do przypadku hipercial klasycznego twierdzenia Springera [53], oraz [E1], Proposi-
tion 4.6, ktora, z kolei, jest delikatnie zaprojektowang generalizacja metody konstruowania waluacji
w oparciu o pewne podgrupy multyplikatywnej grupy ciala pochodzaca od Arasona, Elmana i
Jacoba ([1], Theorem 2.16).

Jakkolwiek na pierwszy rzut oka [E1], Theorem 7.5 moze sprawia¢ wrazenie rezultatu raczej sta-
bego, dostarcza bowiem jedynie warunku koniecznego zachodzenia réwnowaznosci w sensie Witta,
okazuje sie wszelako twierdzeniem zaskakujaco uzytecznym ze wzgledu na swoje zastosowania. Dla
ciala F' zdefiniujmy nominalny stopien przestepny F wzorem

| trdeg(F: Q), gdy char F'=0,
ntd(F) = { trdeg(F:Fp) — 1, gdy char F'=p.

Niech F' bedzie cialem funkcyjnym n zmiennych nad ciatem globalnym. Dla 0 < i < n oznaczmy
przez vp ; zbior waluacji Abhyankara v ciala F' takich, ze ntd(F,) =1i. Zauwazmy, ze

VFi=Vp,i0UVF i 1UVF 2,
gdzie
1. vp i 0 jest podzbiorem waluacji ze zbioru vg ; takich, ze char F, =0,

2. vp ;1 jest podzbiorem waluacji ze zbioru vp ; takich, ze char F, #0, 2,



3. vF ;0 jest podzbiorem waluacji ze zbioru of vg ; takich, ze char F}, = 2.

Oczywiscie niektore ze zbioréow vp ; ; moga by¢ puste. Dokladniej, jesli char(F) = p dla pewnej
nieparzystej liczby pierwszej p, to vp ; ;=0 dla j € {0,2}, a jesli char(F) =2 to vp ; ;=0 dla j € {0,
1}. Odpowiedniosé z twierdzenia [E1], Theorem 7.5 zachowuje zbiory vp ; ;. Dokladniej, zachodzi
nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2.4. ([E1], Corollary 8.1) Zalézmy, ze F i E sq ciatami funkcyjnymi n zmien-
nych nad ciatami globalnymi, ktdre sq rownowazne w sensie Witta poprzez izomorfizm hiperciat
a: Q(F) = Q(E). Wiwczas dla kazdych i € {0, 1, ...,n} oraz j € {0, 1, 2} istnieje jednoznacznie
wyznaczona bijekcja pomiedzy zbiorami vr ; j 1 Vg i ; taka, Ze jesli v <+ w poprzez przedmiotowq
bijekcje, to o odwzorowuje (1 + My) F*2/F*2 na (1 + M,) EX2/E*2 oraz U, F*? | F*? na
UU,EX2/EX2.

W szczegoélnosci analiza bijekcji pomiedzy vr 0,0 1 VE,0,0 prowadzi do nastepujacego rezultatu:

Twierdzenie 2.5. ([E1], Corollary 8.2) Zalézmy, ze F ~ E sq ciatami funkcyjnymi nad ciatami
liczbowymi, ktorych ciata statych rowne sq, odpowiednio, k i £. Jezeli istnieje v € vp 0,0 taka, Ze
F,=kiwevg, taka, Ze By =1, to wowczas k~ L.

Uzywajac Twierdzenia 2.5 wraz ze standardowymi argumentami z geometrii algebraicznej mozna w
szczegblnosci pokazaé, ze jesli F' i F sg ciatami funkcji algebraicznych z globalnymi ciatami stalych
k i £ o charakterystyce #2 i takimi, ze F' i E nie maja punktow wymiernych, to F'~ F implikuje
k~20.

Odpowiednios¢ z [E1], Theorem 7.5 pozwala uzyskac takze interesujace rezultaty ilosciowe. Jesli
k jest cialem liczbowym, to kazdy jego porzadek jest archimedesowy, tzn. odpowiada zanurzeniu
k—R. Niech r; bedzie liczba takich rzeczywistych zanurzen ciata k, zas ry liczba sprzezonych par
zanurzen zespolonych ciata k. Wobec tego [k: Q] =71+ 272. Niech

Vi ={r € k| (r) = a?dla pewnego ideatu utamkowego aciatak}.

Jest jasne, ze Vi jest podgrupa k> oraz k*? C Vi. W tym przypadku otrzymana zasada lokalno-
globalna dla cial funkcyjnych nad cialami globalnymi moze byé¢ wzmocniona w nastepujacym
sensie:

Twierdzenie 2.6. ([E1], Theorem 8.6) Zatézmy, ze F =k(x1,...,xy,) 1 E={(21,...,2,) gdzien>1
oraz k i £ sq ciatami liczbowymi, za$ a: Q(E) — Q(F) jest izomorfizmem hipercial. Wéwczas

(1) r € k> kX2 wtedy i tylko wtedy, gdy a(r) € £% /£*2.

2) Odwzorowanie r+— a(r) okresla izomorfizm hiperciat pomiedzy Q(k) i Q(¢).
¢

(3) o odwzorowuje Vi [ kX% w Vg / £%2.

(4) 2-rangi grup klas ideatow cial k i £ sq sobie réwne.

Jezeli ¢ jest cialem liczbowym, [¢: Q] parzyste oraz £ # Q(v/—1), to wowczas, dla kazdej liczby
calkowitej ¢ > 1, istnieje cialo liczbowe k takie, ze k~{ i 2-ranga grupy klas idealow k jest >t [58].
Laczac ten rezultat z Twierdzeniem 2.6 otrzymujemy:

Wniosek 2.7. ([E1], Corollary 8.8) Dla ustalonej liczby n > 1 i ustalonego ciata liczbowego £,
[¢: Q] parzyste, L + Q(v/—1), istnieje nieskoriczenie wiele nierdwnowaznych w sensie Witta cial
postact k(x1,...,xn), gdzie k jest ciatem liczbowym takim, ze k~ (.
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Przypadek gdy [¢: Q] jest liczba nieparzysta pozostaje otwarty. Nie jest takze wiadome, czy dla
dowolnych cial F'i E, F(z) ~ E(x) pociaga F ~ E, ani czy zalozenie w Twierdzeniu 2.6 o tym,
ze F jest rozszerzeniem czysto przestepnym ciala k jest istotnie konieczne. Wysitki zmierzajace
do odpowiedzi na powyzsze pytania znajduja sie w obszarze obecnych zainteresowan naukowych
autora.

2.2 Praca [E2].

W niniejszej pracy autorzy rozszerzaja wyniki [E1] na ciala funkcyjne krzywych zdefiniowanych
nad ciatami lokalnymi. Glownym rezultatem jest lokalny odpowiednik Twierdzenia 2.4, ktory
orzeka, ze rownowaznos¢ Witta dwoch cial funkcyjnych jednej zmiennej nad ciatlami lokalnymi
o charakterystyce #2 indukuje kanoniczng bijekcje pomiedzy pewnymi podzbiorami waluacji Abhy-
ankara odpowienich ciat.

Doktladniej, niech F bedzie dowolnym ciatem i niech T' bedzie podgrupa grupy F*. Przyjmujac
powszechnie obowigzujaca terminologie w algebraicznej teorii form kwadratowych powiemy, ze
element z € F* jest T-sztywny, jesli T+ Tx CT UTz. Definiujemy zbior

B(T)={x € F*|albox albo — z niejest T — sztywny},

a jego elementy nazywamy T-bazowymi. Jesli =T = B(T), i albo —1 € T albo T jest zamkniety
wzgledem dodawania, to podgrupe T' nazywamy wyjgtkowq.

Niech F bedzie cialem funkcyjnym jednej zmiennej nad ciatem lokalnym charakterystyki #£2. Niech

1. pr,o bedzie zbiorem waluacji v ciala F takich, ze (F*: U, F*?) = 2, 23 < (U, F*%
(14 M,) F*?) <00 i B((1+ M,) F*?) =U, F*?,

2. ur,1 bedzie zbiorem waluacji v ciata F takich, ze (F*:U, F*?)=2, (U, F*%:(1+ M,) F*?)=
c0iB((1+M,)F*?)=U,F*?,

3. wr,2 bedzie zbiorem waluacji v ciala F takich, ze (F*:U, F*?)=4, (U, F*%: (1+ M,) F*?)=
21 B((14 M,) F*?)=U,F*2,

4. pp 3 bedzie zbiorem waluacji v ciata F takich, ze (F*:U, F*?)=4, (U, F*% (1+ M,) F*?) =
21 B((1+M,) F*?)=(1+M,) F*2.

Oczywiscie niektore ze zbiorow pp ; moga by¢ puste. Doktadniej pup 0% 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
k jest dyadyczna, pp 1 # 0 wtedy i tylko wtedy, gdy & jest p-adyczna oraz pup U pp 3% 0 wtedy
i tylko wtedy, gdy k jest p-adyczna, p #+2. Zauwazmy, ze

proUpupi1Upur2U e s

jest zbiorem wszystkich waluacji Abhyankara ciala F' nad k. Po powyzszych uwagach i ustaleniu
oznaczen jesteSmy w stanie zacytowac:

Twierdzenie 2.8. ([E2], Theorem 3.5) Zatdzmy, ze F i E sq ciatami funkcyjnymi jednej zmiennej
nad ciatams lokalnymi charakterystyki #2, ktdre sq réwnowazne w sensie Witta poprzez izomorfizm
hiperciat o: Q(F) = Q(FE). Wowczas dla kazdego i € {0, 1,2, 3} istnieje jednoznacznie wyznaczoa
bijekcja pomiedzy pr ; © 1E ;i taka, Ze jesli v<>w poprzez przedmiotowq bijekcje, to o odwzorowuje
(1+M,) F*2/F*% na (1+ M,) E*?/E*? oraz U, F*? | F*? na U, E*?/E*? dlai€{0,1,2}, jak
réwniez (14 M,) F*2/F*2 na (14 My) EX?/E*2 dlai=3.
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Whrew intuicji, ktéra mozna bytoby sobie wyrobi¢ bazujac na warunkach koniecznych i wystar-
czajacych rownowaznosci Witta ciat lokalnych oraz globalnych, przypadek ciat funkcyjnych jednej
zmiennej nad ciatlami lokalnymi wcale nie jest prostszy do rozstrzygniecia od przypadku cial funk-
cyjnych nad cialami globalnymi.

Twierdzenie 2.8 jest w dalszym ciagu pracy zastosowane do pokazania, ze, pod pewnymi zaltoze-
niami, réwnowaznosé¢ Witta dwoch cial funkcyjnych krzywych nad ciatami lokalnymi k i ¢ implikuje
rownowazno$¢ Witta ciat k i £. Otrzymujemy w ten sposéb odpowiednik Twierdzenia 2.5 w przy-
padku lokalnym. Doktadnie;j:

Twierdzenie 2.9. ([E2], Theorem 3.6) Niech F ~ FE bedq ciatami funkcyjnymi jednej zmiennej
nad ciatami statymi lokalnymi, odpowiednio, k i £. Wowczas k~ £, byé moze za wyjgtkiem sytuacyi,
gdy k, ¢ sq obydwa dyadycznymi ciatami lokalnymi. W tym przypadku, jezeli istniejq v € pr o taka,
ze Fy=Fk oraz w e pg o taka, ze E, =L, to wowczas k~ (.

Zauwazmy, ze powyzsze twierdzenie dostarcza czesciowej odpowiedzi na jeden z otwartych pro-
blemoéw pozostawionych w pracy [E1].

2.3 Praca [E3|.

Praca [E3], wbrew swemu tytulowi, jest nie tylko przegladem klasycznych wynikéw o réwnowaz-
nosci Witta cial z uwzglednieniem rezultatow uzyskanych w pracach [E1], [E2] i [21], ale takze
zawiera nowe, krotsze dowody znanych od dawna twierdzen otrzymane przy uzyciu jezyka hiperciat.
Pokazuje tym samym zalety nowego podejscia do tematyki. Tym nie mniej gtéwnym powodem,
dla ktorego praca [E3] pojawia sie w monotematycznym cyklu niniejszego autoreferatu jest to, ze
streszcza ona rezultaty pracy [21], ktora, w momencie przygotowywania niniejszego opracowania,
przechodzita wciaz proces recenzencki. Z tego wzgledu skupimy sie tutaj gléwnie na wynikach z
[E3] cytujacych [21].

Zajmijmy sie, mianowicie, rownowazno$cia w sensie Witta cial funkcyjnych krzywych stozkowych
nad cialem k charakterystyki #2. Ciala takie sa postaci kq 5, gdzie k4, oznacza ciato utamkow
piercienia k[, y] / (ax?+by? — 1). Nieco bardziej uszczegléwiona wersja Twierdzenia 2.6, odpowia-
dajaca specyficznemu przypadkowi cial funkcyjnych krzywych stozkowych, moze by¢ sformutowana
w nastepujacej postaci:

Twierdzenie 2.10. ([E3], Theorem 10.3, or [21], Theorem 4.4) Zaléimy, ze F i E sq ciatami
funkcyjnymi krzywych rodzaju 0 zdefiniowanych nad statymi ciatams liczbowymi k i ¢, odpowiednio,
oraz ze a: Q(F) — Q(E) jest izomorfizmem hipercial. Wowczas

1. r €k* ) k2 wtedy i tylko wtedy, gdy a(r) € £* /0*2;

2. a wyznacza bijekcje pomiedzy porzadkami P ciala k, ktdre rozszerzajg sie do F, a porzqdkami
Q ciata £, ktore rozszerzajqg sie do E w nastepujgcy sposob: P+ Q wtedy i tylko wtedy, gdy
a odwzorowuje P*/k*? na Q*/(*2;

3. a odwzorowugje Vi, [ k*? na V, / *2;
4. [k:Q]=1[:QJ;

5. F jest czysto przestepnym rozszerzeniem k wtedy i tylko wtedy, gdy E jest czysto przestepnym
rozszerzeniem £. W takim przypadku odwzorowanie r — «(r) okresla izomorfizm hipercial
Q(k) 1 Q(¢), za$ 2-rangi grup klas ideatow cial k i £ sq sobie réwne.
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Dziatajac w duchu Wniosku 2.7 jesteSmy zainteresowani odpowiedzia na pytanie, czy mozemy
wskazac¢ nieskonczenie wiele nieréwnowaznych w sensie Witta cial postaci kq 3, gdzie k jest cialem
liczbowym. Stosujac Twierdzenie 2.10 wspolnie z wybranymi wynikami z klasycznej teorii liczb,
jak réwniez ze starymi twierdzeniami znanymi juz Wittowi, otrzymujemy nastepujace:

Twierdzenie 2.11. ([E3], Theorem 10.5, or [21], Theorem 4.7) Niech k bedzie ciatem liczbowym,
r liczbg porzqdkow ciata k, w liczbg nierwnowaznych w sensie Witta cial postaci kqp, a, b€ k*.
Wowczas

2, gdy-TeDy((LT)),
w>< 3, gdy — T ¢ Dy((1,1)) oraz k nie jest formalnie rzeczywiste,
r+3, gdy k jest formalnie rzeczywiste.

Podobnie, motywowani Twierdzeniem 2.5, chcielibySmy wiedzie¢, kiedy kq 5~ €., q implikuje k~ £.
Na tak postawione pytanie jesteSmy w stanie udowodnié¢ nastepujace

Twierdzenie 2.12. ([E3], Theorem 10.6, or [21], Proposition 4.9) Zatézmy, ze c: Q(Qq.p) —
Q(Qc,q) jest izomorfizmem hipercial. Wowczas, dla dowolnej liczby pierwszej p, a(p) = £q dla
pewnej liczby perwszej q, oraz p=2 = q=2.

W istocie, powolujac sie na rezultaty uzyskane dla cial funkcyjnych nad ciatami lokalnymi, jestesmy
w stanie podaé¢ twierdzenia nieco ogdlniejsze:

Twierdzenie 2.13. ([E3], Theorem 10.9, or [21], Theorem 4.12) Zatézimy, ze k, { sq ciatami
lokalnymi charakterystyki #2, a,bek*, c¢,d € l*. Wowczas ko p~Vle,q = k~L.

Twierdzenie 2.14. ([E3], Theorem 10.10, or [21], Theorem 4.13) Zalézmy, zZe k jest ciatem

lokalnym charakterystyki #2, a, b, ¢, d € k*. Wowczas kq,p ~ ke, = (aTb) = (%), byé moze za
wyjgtkiem przypadku, gdy k jest ciatem p-adycznym poziomu 1, dla pewnej nieparzystej liczby

pierwszej p.

Pytania o réwnowazno$¢ Witta cial pozostaja wciaz w znacznej mierze otwarte i definitywnie
znajduja sie w obszarze zainteresowarn naukowych autora. Poza niektoérymi z probleméw wzmianko-
wanymi w powyzszej dyskusji, autor w chwili obecnej prowadzi badania nad rozszerzeniem wynikow
z pracy [E3]/[21] dotyczacych cial funkcyjnych krzywych rodzaju 0 na ciala funkcyjne krzywych
eliptycznych — w zwiazku z ich elegancka, aczkolwiek skomplikowana, arytmetyka, jest to zadanie
skomplikowane, lecz rownoczes$nie niezwykle motywujace. Autor wyraza przy tym przekonanie, ze
zastosowanie jezyka hipercial okaze sie owocne i pozwoli znacznie uprosci¢ argumenty dowodowe.

Podobnie, nie sa znane nietrywialne przyktady dwoch réwnowaznych w sensie Witta cial, z ktorych
jedno bytoby charakterystyki 2, drugie za$ charakterystyki #2. Uog6lnienia twierdzenia Springera
uzyskane w [E1] powinny pozwoli¢ na wygodny opis informacji zawartych w pierscieniach Witta
cial iterowanych szeregébw potegowych o charakterystyce #2. Autor wyraza nadzieje, ze podobne
wyniki powinny byé mozliwe do uzyskania takze w przypadku charakterystyki 2, co w rezultacie
doprowadzitoby do znalezienia poszukiwanych przyktadow.

Na koniec, byloby w najwyzszym stopniu pozadane znalezienie nie tylko koniecznych, ale takze
wystarczajacych warunkow zachodzenia rownowaznosci Witta dwoch ciat funkcyjnych nad cialami
globalnymi badz lokalnymi. Wydaje sie to niestychanie trudnym zadaniem, autor wyraza wsze-
lako nadzieje, iz powinno by¢ mozliwe do osiagniecia w przypadku stabszych form réwnowaznosci
Witta, takich jak rownowaznosé symboli pomiedzy cialami. Jako pierwszy krok w realizacji takiego
programu autor chciatby sie przekonaé, czy mozliwe jest proste scharakteryzowanie rownowaznosci
symboli w jezyku hiperciat.
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3 Multipierscienie, hiperciata i porzadki wyzszych stopni.

Stynny 17-ty problem Hilberta zapytywal, ze wielomian n zmiennych o wspoétczynnikach z R przyj-
mujacy wartosci nieujemne w przestrzeni R" jest koniecznie sumg kwadratéw funkcji wymiernych
n zmiennych o wspotczynnikach z R. Kompletne rozstrzygniecie tego zagadnienia przez Artina i
Schreiera [3] stworzylo fundamenty pod nowy dzial algebry, zwany dzi§ algebra rzeczywista, zas
ich przetomowe rezultaty zostaly do dzi§ uogoélnione na najrézniejsze sposoby. Przypomnijmy
podstawowe pojecia, ktorymi bedziemy sie postugiwac: dla ciata F, char F # 2, praporzqdkiem
nazywamy podzbior T’ spetniajacy warunki

T+TCT, TT CToraz a®? € T dlawszelkicha € F.

Niech Y~ F? oznacza zbiér zlozony z wszystkich skoniczonych sum 5 a?, a; € F. Jest to najmniejszy
praporzadek ciala F. Praporzadek T nazywamy wlasciwym, jezeli —1 ¢ T. Porzqdkiem w ciele F
nazywamy podzbior P speliajacy warunki

P+PCP,PPCP,PU—P=Foraz PN—P={0}.

Kazy porzadek jest praporzadkiem. Cialo jest formalnie rzeczywiste, jesli —1¢ S F?. Podstawowe
fakty klasycznej teorii cial uporzadkowanych mozemy podsumowaé nastepujaco:

1. jesli T jest wlasciwym praporzadkiem i a ¢ T, zas P jest praporzadkiem maksymalnymw
zbiorze praporzadkow takich, ze T C P i a ¢ P, to wowczas P jest porzadkiem; zbior
wszystkich porzadkow zawierajacych praporzadek 7' bedziemy oznaczaé przez Xr, za$ zbior
X5 2 wszystkich porzadkow ciata I’ bedziemy oznaczac przez Xp;

2. dla dowolnego praporzadku T zachodzi T = ﬂPeXTP;

3. cialo F' jest formalnie rzeczywiste < F zawiera wlasciwy praporzadek < F zawiera
porzadek.

Pojecia odpowiadajace praporzadkom i porzadkom w ciatach istnieja takze w pierScieniach
przemiennych z 1 takich, ze 2 jest jednoscia (ktore, od teraz, bedziemy nazywali po prostu pier-
Scieniami). Niech A bedzie takim pierScieniem. Praporzqdki w A definiujemy dokladnie w ten
sam sposob jak w przypadku cial, to znaczy jako podzbiory T zbioru A takie, ze

T+TCT, TT CToraza? € T dlawszelkicha € A,
za$ porzqdki jako podzbiory P zbioru A takie, ze
P+PCP,PPCP,PU—-P=ForazPN—P jest ideatem pierwszym A zwanym nosnikiem P.
Formalnie rzeczywiste pierscienie defiujemy doktadnie tak samo, jak formalnie rzeczywiste ciat
i tym samym wtasnosci 1. — 3. praporzadkéw i porzadkéw cial przenosza sie na grunt pier-
Scieni. Zbior wszystkich porzadkéw pierscienia A nazywamy spektrum rzeczywistym A i oznaczamy

przez Sper(A), zas zbior wszystkich porzadkow A zawierajacych praporzadek T oznaczamy przez
Sperr(A). Dla elementu a € A definiujemy funkcje znak sgn,: Sper(A) — {—1,0, 1} wzorem

1a gdya¢fP,
sgn,(P)=¢ 0, gdyae PN-P,
-1, gdya¢ P.

Abstrakcyjne uogoélnienie 17 problemu Hilberta, powszechnie znane jako Positivstellensatz, moze
by¢ sformutowane w nastepujacej postaci (zob., na przyklad, [44], Theorem 2.5.2):
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Twierdzenie 3.1. Niech A bedzie pierscieniem przemiennym z jedynkq i odwracalnym elementem
2, niech T bedzie praporzadkiem w A i niech a € A. Wowczas:

sgng(P) >0, dla wszelkich P € Sperr(A) < pa=a*"+q, dla pewnych p,q€ A,m €N.

Tak jak powyzej wspominaliSmy, praporzadki i porzadki zostaly uogoélnione na wiele sposobow.
Jednym z takich uogolnieni sa wprowadzone przez Beckera [7] praporzaki i porzadki wyzszego
stopnia. W ich przypadku wystepujace w definicjach sumy kwadratow zastgpione sa sumami
2"-tych poteg: doktadniej, praporzqdkiem stopnia n nazywamy podzbior T ciata F' taki, ze

T+TCT,TT CToraza?" €T dlawszelkicha € F,
za$ porzgdkiem stopnia n podzbiér P ciata F' taki, ze
P+ P CP,P* jest podgrupa grupy FF*, PU—P=F, oraz F*/P*jest cykliczna i |F*/P*||2".

Jesli |F* / P*| = 2™, mowimy, ze P jest dokladnego stopnia n. Podobnie, cialo jest n-formalnie
rzeczywiste, jezeli —1 nie jest suma 2"-tych poteg. Podstawowe wlasnosci 1. — 3. praporzadkow
i porzadkoéw przenosza si¢ na przypadek praporzadkoéw i porzadkéw stopnia n, jest tez jasne,
ze praporzadki i porzadki stopnia n dla n = 1 sg niczym innym jak zwyklymi praporzadkami i
porzadkami.

Praporzadki i porzadki stopnia n moga by¢ tez zdefiniowane dla pierscieni. Definicje praporzadkow
stopnia n dla pierscieni oraz n-formalnie rzeczywistych pierécieni sa takie same jak w przypadku
cial, natomiast porzgdkiem stopnia n w pierscieniu A nazywamy podzbior P C A taki, ze

i. P+ P CP,PPCPoraza®" € Pdlawszelkicha € A,
ii. PN—P =y jest ideatem pierwszym pierscienia A,
iii. jesli ab®" € P,toac€ P lub be P,
iv. zbidr

k
P_: {Z azznpi|a17"'7ak€k(p)aplv"'apkep7keN}
i=1

jest porzadkiem stopnia n w ciele utamkéw k(p) pierscienia A/p. Tutaj pi=p;+p <€ A/p,
ie{l, ...k}

Odpowiedniki wtasnosci 1. — 3. dla praporzadkéw i porzadkéw stopnia n, jak réwniez Positivstel-
lensatz, moga by¢ rowniez sformutowane w takim kontekscie.

Teoria porzadkéow pozostaje w silnym zwiazku z teorig form kwadratowych z racji roli granej w
obydwu teoriach przez sumy kwadratow. Z kolei teoria form kwadratowych, jak juz zdazyliSmy
sie przekonad, jest blisko zwigzana z teoria hipercial. Tym samym rodzi sie naturalne pytanie,
czy praporzadki i porzadki moga by¢ sensownie zdefiniowane dla hipercial, multipiersécieni i hiper-
pierscieni, w szczegblnosci zas, czy wtasnosci 1. — 3., jak rowniez Positivstellensatz maja swoje
odpowiedniki w tak zaprojektowanej teorii. Okazuje sie, ze jest tak w istocie, co zostalo zrobione
przez Marshalla [43]. Ponadto w koricowych uwagach swojej pracy zwraca on uwage na potrzebe
skonstruowania teorii porzadkéw stopni n podobna do tej zbudowanej przez Beckera [7]. Sugestia
ta stala sie dla autora motywacja do podjecia projektu, ktory zaowocowal opublikowaniem prac
[O1]-]|03]. Omoéwimy je teraz bardziej szczegolowo
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3.1 Praca [O1].

Jest to praca otwierajaca calg serie publikacji, w ktorej znajduja sie kluczowe definicje i wprowa-
dzone sa podstawowe twierdzenia odpowiadajace wlasnosciom 1. — 3. wraz z Positivstellensatz
dyskutowanymi powyzej. Terminologia uzywana w pracy zdazyla sie nieco zmieni¢ od momentu
jej opublikowania i w niniejszym opracowaniu bedziemy uzywaé tej uzywanej wspolczesnie: w
szczegblnosel to, co w [O1] nazywane jest multiciatem, jest w istocie hiperciatem. Definicje pra-
porzadkéw i porzadkow stopnia n dla hipercial i multipierscieni $cisle odpowiadaja definicjom dla
cial i pierscieni: jesli H jest hiperciatem, to praporzqdkiem stopnia n nazywamy podzbiér T zboru
H taki, ze

T+TCT,TT CToraza®" €T dlawszelkicha € H,
ktory jest wlasciwy, jesli —1 ¢ T, za$ porzqdkiem stopnia n nazywamy podzbior P zbioru H taki, ze
P+ P CP,P* jest podgrupg grupy H*, PU—P = H oraz H* /P> jest cykliczna i |H> / P*||2"™,

ktory jest doktadnego stopnia n, jesli |[F'* / P*| = 2", z kolei hipercialo nazwiemy n-formalnie
rzeczywistym, jesli —1 nie jest elementem sumy 2"-tych poteg. Nastepujace dwa rezultaty sg odpo-
wiednikami wtasnosci 1. — 3.:

Twierdzenie 3.2. ([O1], Theorem 1) Niech H bedzie hiperciatem. Nastepujgce warunki sq réw-
nowazne:

1. H jest formalnie n-rzeczywiste,
2. H zawiera porzqdek stopnia n,

3. H zawiera wtasciwy praporzqdek stopnia n.

Twierdzenie 3.3. ([01], Theorem 2) Niech H bedzie hiperciatem, T C H praporzqdkiem stopnia
n. Jesli T jest wtasciwy, to T =\ pcx, P

Dowody powyzszych twierdzen sa modyfikacjami dowodéw dostepnych w przypadku cial. Gléwna
trudnos$¢ w ich ,przettumaczeniu” polegata na tym, ze w przypadku cial zawsze prawdziwa jest
rownos¢ 1 — 1 = 0, podczas gdy dla hipercial wiemy jedynie tyle, ze 0 € 1 — 1: tym nie mniej,
przynajmniej w przypadku powyzszych dwoch twierdzen, zawsze okazywalo sie¢ mozliwe znalezienie
rozumowania omijajacego te niedogodnosé.

Niestety, problem ten nasila sie przy rozwazaniu multipierscieni: powszechnie uzywane w przy-
padku pierécieni zalozenie, ze element 2=1 4 1 jest odwracalny nie ma tu sensu, albowiem 1+ 1
nie jest elementem, lecz zbiorem. Niezaleznie od tego, definicje praporzadkow i porzadkéw stopnia
n dla multipierScieni moga byé¢ tu podane w, mniej wiecej, tej samej formie jak w przypadku
pierscieni: multipierscien jest n-formalnie rzeczywisty gdy —1 nie jest w zbiorze sum 2"-tych poteg,
praporzqdek stopnia n multipierscienia A jest podzbiorem zbioru A takim, ze

T+TCT,TT CToraza?" €T dlawszelkicha € A4,

ktory jest wtasciwy, gdy —1 ¢ T, za$ porzqdek stopnia n w multipierscieniu A jest podzbiorem P
zbioru A takim, ze

i. P+ P CP,PPCPoraza®" € Pdlawszelkicha € A,
ii. PN —P=p jest idealem pierwszym pierscienia A,

iii. jesli ab®" € P,toac P lub be P,
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iv. zbior
ﬁ:U {a¥'Pr+ ...+ a} Prl ar, ..., ar €k(p), p1, ..., pr € P,k € N}

jest porzadkiem stopnia n w hiperciele utamkow k(p) multipierscienia A /p.

Tuta] p;=p;+p€A/p,i€{1,....,k}, natomiast pojecia ideatu, idealu pierwszego, multipierscienia
ilorazowego i hiperciata utamkow zdefiniowane sa tak samo jak dla zwyklych pierscieni, aczkolwiek
nie bez pewnych ograniczen: przyktadowo kanoniczny morfizm z multipierscienia do jego hiperciata
ulamkoéw a »—>% niekoniecznie musi by¢ injektywny.

Jako rezultaty odpowiadajace wlasnosciom 1. — 3. oraz Positivstellensatz, otrzymujemy tu naste-

pujace twierdzenia:

Twierdzenie 3.4. ([O1], Theorem 4) Niech A bedzie multipierscieniem. Nastepujgce warunki sq
rownowazne:

1. A jest formanie n-rzeczywisty oraz A=Y A?" — ¥ A%,
2. A zawiera porzqdek stopnia n P taki, ze A=P — P,

3. A zawiera wltasciwy praporzqdekstopnia n T taki, ze A=T —T.

Twierdzenie 3.5. ([O1], Theorem 5) Niech A bedzie multipierscieniem, T C A praporzqdkiem
stopnia n. Jezeli T jest wlasciwy i taki, ze A = T — T, to wéwczas nastepujgce warunki sq
rownowazne:

1. a€ ﬁPGXTP,

2. atea® "+t dla pewnych t,t' €T, k€ N.

Niestety, autor byl w stanie wykaza¢ powyzsze twierdzenia jedynie przy dodatkowym zalozeniu,
ze rozwazane wlasciwe praporzadki T spelniaja dodatkowy warunek A =T — T. W przypadku
zwyklych pier§cieni mozna stosunkowo tatwo pokazaé, ze réwnos¢ A =T — T jest robwnowazna
temu, ze praporzadek T jest wlasciwy, przy czym dowdd zasadza sie na wykorzystaniu nastepujacej
identycznosci arytmetycznej (por. [26], Théoréme 8.2.2):

k—1

ko= (—1)k—1—h<’“ N 1)[(x+ h)* — hH,

h=0

ktora, w oczywisty sposob, nie jest prawdziwa dla multipierScieni i tym samym uniemozliwia
przeniesienie argumentacji z przypadku pierscieni na multipierscienie.

3.2 Praca [02].

Niesatysfakcjonujace rezultaty drugiej potowy pracy [O1] zmotywowaly autora do poszukiwan
mozliwych drég wyeliminowania dodatkowego zalozenia T'— T = A w Twierdzeniach 3.4 i 3.5. Udalo
sie to z powodzeniem osiggnaé we wspdlnej z Marshallem pracy [02]. Dla multipierscienia (lub
hiperciala) charakterystyke definiujemy jako najmniejszg liczbe naturalng n taks, ze 0€ 1+ ... + 1,

n
lub jako 0 gdy liczba taka nie istnieje. Autorom udatlo sie uzyskaé nastepujacy rezultat:

Twierdzenie 3.6. ([0O2], Theorems 3.2 and 3.5)

1. Niech H bedzie hiperciatem, char H =0, niech n >0. Wowczas H=> H*" -5 H*".
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2. Niech A bedzie multipierscieniem takim, ze dla kazdego ideatu maksymalnego m w A i dla
kazdego s€ A\ m

S+..4+s|Nnm=0,
(U + +>m

k>2
niech n > 0. Wowczas A=Y A% — > A",

Dowdd jest skomplikowany i catkowicie niezalezny od argumentacji w przypadku cial/pierscieni,
ale przebiega zgodnie z czesto spotykang w teorioliczbowych rozumowaniach strategia ustanawiania
rezultatu najpierw dla hipercial, nastepnie dla lokalnych multipierscieni, a dopiero na koncu w
przypadku ogélnym. Autorzy spodziewaja sie takze, ze zalozenie char H =0 nie jest konieczne.

Dla praporzadku stopnia n T, T-modutem nazywamy podzbior M C A taki, ze
M+MCM,TMCM,1eM.

Jezeli dodatkowo —1 ¢ M, to M nazywamy wtasciwym T-modutem. Jako krok posredni w dowodzie
Positivstellensatz dowodzi sie najpierw, ze T-modul M maksymalny w zbiorze T-moduléw takich,
ze —1 ¢ M, spelia warunek M U —M = A. W pracy [O1] udalo si¢ to zrobi¢ przy dodatkowym
zalozeniu A=T — T, natomiast w [O2] autorzy uzyskali nastepujacy rezultat:

Twierdzenie 3.7. ([02], Theorem 5.2) Zalézmy, ze A jest multipierscieniem, T wtasciwym pra-
porzqdkiem stopnia n w A, zas M jest T-modutem w A maksymalnym wsréd T-modutow takich, zZe
—1¢ M. Wowczas M N —M jest ideatem pierwszym A oraz MU—M = A.

Przy uzyciu powyzszego rezultatu jest mozliwe podanie nastepujacej postaci Positivstellensatz bez
dodatkowego zalozenia obecnego w Twierdzeniu 3.5: dla praporzadku T stopnia n w A definiujemy
relacje rownowaznosci ~ na A zwanag T-réwnowaznoscig warunkiem

a~b< dla kazdego P € Xp takiego, ze p=PN—P albo a,b€ P, albo a,b¢ P i Z_T_E €P,

gdzie P jest porzadkiem indukowanym na hiperciele k(p). Klase rownowaznosci elementu a
wzgledem tej relacji oznaczaé¢ bedziemy przez a, tak wiec @ = b wtedy i tylko wtedy, gdy a ~
b. Klase a bedziemy nazywaé znakiem elementu a na Xp. Bedziemy pisa¢ a = 0 (odpowiednio,
a>01ia>0)na (p,P) dla zaznaczenia, ze obraz a w hiperciele utamkow ff(A /p) multi-
pierScienia A /p jest rowny zeru (odpowiednio, nalezy do P, i nalezy do P, ale nie jest rowny zeru).

Twierdzenie 3.8. ([02], Corollary 7.3)
1. a=0 na X wtedy i tylko wtedy, gdy —a2'*eT dia pewnego k > 0.
2. a>0 na Xr wtedy i tylko wtedy, gdy —1€T -5 A% q.
3. @>0 na Xr wtedy i tylko wtedy, gdy —a®*e T — ZAZZa dla pewnego k > 0.

4. Ustalmy a € b2 + . Wowczas b = ¢ na Xr wtedy 1 tylko wtedy, gdy —a?* e T —
z:AQébcﬂ_1 dla pewnego k > 0.

Poza powyzszymi rezultatami, takze kilka nowych wtasnosci porzadkéw wyzszych stopni zostato
opisanych w [O2]. Po pierwsze, autorzy wyjasnili jak rezultaty dotyczace idealéow rzeczywistych
rozszerzaja sie na przypadek idealow rzeczywistych wyzszych stopni w multipierscieniach ([02],
Propositions 8.1 — 8.5). Po drugie, autorzy skonstruowali funktor (refleksje)

A~ Qn—red(A)
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z kategorii multipierscieni spelniajacych warunek —1 ¢ >~ A?" na pewna (pelna) podkategorie,
zwang kategorig n-rzeczywiscie zredukowanych multipierscieni i scharakteryzowali n-rzeczywiscie
zredukowane multipierécienie jako niezerowe multipierécienie spetniajace nastepujace proste aksjo-
maty:

1. a®"tl=aq,
2. a+ab?* ={a},
3. a®" +b?" zawiera dokladnie jeden element.

W istocie udato sie pokaza¢ odrobine wiecej i autorzy skonstruowali n-rzeczywiscie zredukowany
multipierscien Qr(A) dla kazdego wlasciwego praporzadku T stopnia n w A, przy czym Qp—red(A)
jest multipierscieniem otrzymanym przez te konstrukcje gdy 7 = > 42" (JO2], Theorem 9.7).
Takze i tu dowdd jest dosy¢ skomplikowany i w znacznej mierze opiera sie na Twierdzeniu 3.7.
Dla hipercial spetniajacych aksjomat 1. mozna pokazaé, ze aksjomaty 2. i 3. redukuja sie do
pojedynczego aksjomatu

4. 1+1={1}

([O2], Proposition 9.2). Zgodnie z praca [43], 1-rzeczywiscie zredukowane hiperciata odpowiadaja
przestrzeniom porzadkow (ktore omowimy szezegdlowiej w dalszej czesci niniejszego opracowania),
jest zatem naturalne zapytywaé sie, czy n-rzeczywiscie zredukowane hiperciala odpowiadaja
przestrzeniom znakow zdefiniowanych w [46], [50], [51]. Autorom udalo si¢ wskazaé przyklad ilu-
strujacy, ze wcale nie musi tak by¢ oraz sformulowaé dodatkowy aksjomat, ktory mozna postrzegaé
jako pewna wlasnosé symetrycznosci:

dla wszelkich nieparzystych liczb calkowitych 1 <k <27 a€b+c = a* €b* +cF,

ktory jest spelniony w przestrzeniach znakéw, ale w ogoélnosci nie zachodzi dla n-rzeczywiscie
zredukowanych hipercial ([O2], Example 10.3 oraz Proposition 10.4).

3.3 Praca [O3].

Ostatnia praca w tej serii zajmuje sie pojeciem selekcji pierwiastkow, ktore jest poniekad styczne
do praporzadkéw i porzadkow. Przy rozwazaniu multyplikatywnej grupy kwadratow F*? ciala
F, nasuwa sie naturalne pytanie kiedy mozliwe jest zdefiniowanie dobrze zachowujacej sie funkcji
pierwiastka kwadratowego, to znaczy homomorfizmu ¢: F*? — F* ktory odwzorowuje kwadrat
c? na ¢ pomnozony przez ,znak”, czyli takiego, ze ¢(c?) = w ¢, gdzie w? = 1. Kwestia ta zajac
sie Waterhouse [62] i okazuje sie, ze istnienie takich homomorfizméw jest blisko zwiazane z ist-
nieniem porzadkéw. Po pierwsze, homomorfizm ¢: F*2 — F* taki, ze ¢(c?) = w ¢, gdzie w? =1,
istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje podgrupa R grupy F* zwana selekcjq pierwiastkow
o tej wlasnosci, ze dowolny element F* moze byé¢ jednoznacznie przedstawiony jako w r przy
w? =1 oraz r € R ([62], Lemma, p. 235). Po drugie, selekcja pierwiastkéw istnieje wtedy i
tylko wtedy, gdy —1 nie jest kwadratem w F ([62], Theorem 1); jako ze, wobec klasycznych
twierdzen Artina i Schreiera (3], porzadek w F' istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy —1 nie jest
suma kwadratow w F, wynika stad bezposrednio, ze selekcje pierwiastkow istnieja w kazdym
uporzadkowanym ciele (ale, oczywicie, nie tylko w nich: najprostszym przyktadem niech bedzie
cialo IF; gdzie ¢ = 3mod 4, tak aby —1 = ¢ — 1 ¢ F};Q). Tym samym selekcje pierwiastkow
moga by¢ postrzegane jako uogoélnienia porzadkéow. Wobec tego skromna ale przyjemna teoria ciat
wyposazonych w selekcje pierwiastkow moze zostaé skonstruowana poniekad réwnolegle do teorii
cial uporzadkowanych, gdzie rozwazaé¢ mozna kwestie takie jak istnieje selekcji pierwiastkow (ktore
wlasnie pokrotce przedyskutowaliSmy), rozszerzenia cial wyposazonych w selekcje pierwiastkow,
czy struktura maksymalnych cial wyposazonych w selekcje pierwiastkow (do pewnego stopnia
odpowiadajacych koncepcji ciala rzeczywiscie domknietego).
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Powyzsze problemy zostaly zasadniczo rozstrzygniete w pracy Waterhouse’a [62], a jej glowne
wyniki zostaly zreferowane na seminarium algebraicznym Uniwersytetu Slaskiego przez przecho-
dzacego na emeryture prof. Andrzeja Stadka. Pod koniec swojego wystapienia prof. Stadek zachecit
stuchaczy do rozszerzenia teorii selekcji pierwiastkéw na selekcje wyzszych stopni, ktérego to pro-
jektu wkrotce podjat sie autor niniejszego opracowania. Rzeczywiscie, wiekszosé rezultatow pracy
[62] uogolnia sie w elegancki sposéb na przypadek multyplikatywnych grup F*2" poteg stopnia
2P w ciele F' i w konsekwencji pociaga istnienie sensownie zachowujacych sie 2P-tych selekcji
pierwiastkéw. W miniaturowej nocie [20], ktéra w momencie spisywania niniejszego autoreferatu
przechodzi jeszcze proces recenzencki, autor pokazal, ze dla ciala F' zawierajacego pierwiastek
pierwotny wyr z 1 stopnia 2P, homomorfizm ¢: F*?" — F* taki, ze ¢(c*") = whee, dla pew-
nych k € {1, ..., 2P} istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje multyplikatywna podgrupa R
grupy F'*, zwana 2P-tq selekcjq pierwiastkéw o tej wlasnosci, ze dowolny element F'* moze by¢
jednoznacznie przedstawiony w postaci wh» 7, gdzie k € {1, ..., 2P} oraz r € R ([20], Lemma
2.1), jak rowniez, ze 2P-te selekcje pierwiastkow istneja wtedy i tylko wtedy, gdy —1 nie jest
2P-tg potega w F ([20], Theorem 2.4). Tym samym mozna zbudowaé niewielks teorie 2P-tych
selekcji pierwiastkow rownolegla do teorii porzadkow wyzszych stopni, w ktorej, w szczegolnosci,
rozwaza sie pytania o istnienie 2P-tych selekcji pierwiastkow, lub o rozszerzanie ciat wyposazonych
w 2P-te selekcje pierwiastkow, lub o strukture maksymalnych cial 2P-tych selekcji pierwiastkow.

W pracy [O3] autor dodaje kolejny element do powyzszej uktadanki i definiuje selekcje pier-
wiastkow i 2P-te selekcje pierwiastkow dla hipercial, a nastepnie bada ktoére czesci teorii z
przypadku cial moga by¢ przeniesione na przypadek hipercial. W celu mozliwie zwartego przed-
stawienia otrzymanych rezultatow, podamy je od razu dla 2P-tych selekcji pierwiastkow otrzymujac
odpowiednie definicje i twierdzenia dla ,zwyklych” selekcji pierwiastkéw jako przypadki szcze-
golne. Nastepujacy rezultat otwiera dyskusje w pracy [O3]:

Twierdzenie 3.9. ([03], Lemma 2.1) Niech H bedzie hiperciatem i zatézmy, ze H zawiera 2P-
ty pierwiastek pierwotny z jedynki wor. Multyplikatywny homomorfizm ¢ grupy H*?" niezerowych
poteg stopnia 2P w grupe H* taki, ze ¢(c*") =whs ¢, dla pewnego k € {1,...,2P}, istnieje wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje multyplikatywna podgrupa R grupy H* taka, ze dla kazdego elementu a € H*
istniejq jednoznacznie wyznaczony element r € R i liczba k € {1, ...,2P} takie, ze a=whor.

Multyplikatywna podgrupe R grupy H* taka, ze dla kazdego elementu a € H* istnieja jed-
noznacznie wyznaczony element r € R i liczba k € {1, ..., 2P} takie, ze a = whs r, bedziemy
nazywaé 2P-tq selekcjq pierwiastkow. W przypadku gdy p = 1 bedziemy po prostu nazywaé ja
selekcjq pierwiastkow. Kwestie istnienia 2P-tych selekcji pierwiastkow rozstrzyga nastepujacy, nieco
bardziej ogdlny, rezultat:

Twierdzenie 3.10. ([O3], Theorem 2.1) Niech H bedzie hiperciatem i zalézmy, ze H zawiera
2P-ty pierwiastek pierwotny z jedynki wer. Niech T C H* bedzie pewnym zbiorem niezerowych
elementow H. Wowczas 2P-ta selekcja pierwiastkow zawierajgca zbior T istnieje wtedy i tylo wtedy,
gdy podgrupa H**"[T] < H* generowana przez T i grupe wszystkich 2P-tych poteg nie zawiera
elementu —1.

7 powyzszego wynika bezposrednio warunek konieczny i wystarczajacy istnienia 2P-tych selekcji
pierwiastkow:

Twierdzenie 3.11. (O3], Theorem 2.2) Niech H bedzie hiperciatem i zaldéimy, ze H zawiera 2P-
ty pierwiastek pierwotny z jedynki wor. Wowczas w H istnieje 2P-ta selekcja pierwiastkow wtedy i
tylko wtedy, gdy H nie zawiera 2P-tego pierwiastka z —1.

20



W pozostalej czesci pracy [O3] autor zmierza do opisania analogii pomiedzy teoria selekcji pier-
wiastkow wyzszych rzedoéw a teorig Artina-Schreiera wyzszego rzedu. Po pierwsze, mozna zaobser-
wowaé nastepujacy rezultat:

Twierdzenie 3.12. ([03], Proposition 3.1) Niech H bedzie p-formalnie rzeczywistym hiperciale,
niech P bedzie porzqdkiem doktadnego rzedu p. Wowczas H zawiera 2P-ty pierwiastek pierwotny z
14 P* jest 2P-tq selekcjg pierwiastkow.

Stosunkowo bezposrednim wniosekiem z Twierdzenia 3.10 jest nastepujace:

Twierdzenie 3.13. ([03], Theorem 3.3) Niech H bedzie hiperciatem i zatézmy, ze H zawiera 2P-ty
plerwiastek pierwotny z jedynki wor. Niech a € H* i zalozmy, ze H nie zawiera 2P-tego pierwiastka
z —1. Wowczas istnieje 2P-ta selekcja pierwiastkow R taka, ze a € R wtedy i tylko wtedy, gdy
—a*¢ H*?", dla wszelkich k€ {1,...,2P —1}.

W szczegoblnoscei:

Twierdzenie 3.14. ([03], Theorem 3.4) Niech H bedzie hiperciatem i zatézmy, ze H zawiera 2P-ty
pierwiastek pierwotny z jedynki wor. Niech a € H* i zalézmy, ze H nie zawiera 2P-tego pierwiastka
z —1. Wowczas a nalezy do wszystkich 2P-tych selekcji pierwiastkow w H wtedy i tylko wtedy, gdy
a€ H*?",

Prace [O1] — [O3] zawieraja szereg otwartych probleméw w kierunku ktorych moga by¢ prowa-
dzone dalsze badania. Praca [O3] i pojecie selekcji pierwiastkow wydaja sie tu by¢ szczegdlnie
interesujace. W przypadku zwyklych cial selekcje pierwiastkow sa przykladami podgrup R o
indeksie 2 multyplikatywnej grupy F* ciala F' takich, ze —1 ¢ R. Znaczenie dowolnych pod-
grup indeksu 2 w geometrii zostalo zaobserwowane juz dawno temu przez Spernera [52] i odtad
czesto wystepuja one pod nazwa pdtporzqdkow. Autor niniejszego opracowania wyraza przeko-
nanie, ze selekcje pierwiastkow w hiperciatach moga odgrywaé¢ podobna role w rozwinietej niedawno
przez Juna [28] geometrii algebraicznej nad hipercialami. Ten krag pomyslow zostanie rozwi-
niety i omowiony w kolejnym artykule, nad ktorym autor aktualnie prowadzi prace.

4 Ciala przedstawialne i aksjomatyzacje form kwadratowych.

Juz w potowie lat 70-tych algebraicy zajmujacy sie formami kwadratowymi podjeli proby badania
teorii Witta z aksjomatycznego punktu widzenia — w rezultacie zrodzita sie nows galez algebra-
icznej teorii form kwadratowych, a mianowicie aksjomatyczna teoria form kwadratowych. Obiekty
takie jak schematy form kwadratowych Cordesa [14], [15], p6zniej badane tez przez Carsona i
Marshalla [9], Szczepanik [55], [54] 1 innych wzbudzily zainteresowanie matematykow zajmuja-
cych sie ta dziedzina. Przez lata pojawily sie liczne inne aksjomatyzacje algebraicznej teorii form
kwadratowych: bez wchodzenia w szczegdty techniczne, wspomnimy tu tylko o pojeciach takich
jak odwzorowania kwaternionowe Carsona i Marshalla [9], abstrakcyjne pierscienie Witta badane
przez Knebuscha, Rosenberga i Ware [31], [32], jak rowniez przez Marshalla [41], silnie reprezen-
towalne pierscienie Witta autorstwa Kleinsteina i Rosenberga [30], czy tez teoria grup specjalnych
Dickmanna i Miraglii [18]. Schematy form kwadratowych, odwzorowania kwaternionowe, silnie
reprezentowalne pierscienie Witta i grupy specjalne sa réwnowaznymi opisami tego samego obiektu.
Rownowazne definicje schematéw form kwadratowych zebrane sa w pracy [36], gdzie dyskutowane
sa takze zaleznosci pomiedzy uzytymi w nich aksjomatami, ale zasadniczo schemat form kwadra-
towych mozna postrzegaé¢ jako hipercialo H speiniajace dwa dodatkowe warunki

i. a®2=1, dla wszelkich a € H*, oraz

ii. jesli a# —1, to wowczas 1+ a jest podgrupa grupy H *.
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W szczegolnosci, wobec [E3], Proposition 3.2, hiperciato kwadratowe Q(F) ciala F jest przyktadem
schematu form kwadratowych. Od czasu odkrycia wzmiankowanych powyzej aksjomatycznych
teorii pozostaje otwartym pytanie czy nie sa one zbyt ogblne — w jezyku uzywanym w niniejszym
opracowaniu mozna je rownowaznie sformutowaé nastepujaco: czy istnieje hipercialo H spetniajace
dodatkowo warunki i. oraz ii. powyzej, ktore nie jest izomorficzne z zadnym kwadratowym hiper-
cialem Q(F) dla dowolnego ciala F'. Panuje powszechne przekonanie, ze mozliwe jest wskazanie
takich przykladow i niektore wysitki zmierzajace do ich znalezienia zostana omoéwione w toku
dalszej dyskusji. Z drugiej strony interesujaca jest tez kwestia jak wiele z rezultatéow klasycznej
algebraicznej teorii form kwadratowych mozna przenie$é na grunt aksjomatyczny. W szczegol-
nosci spektakularne postepy w teorii form kwadratowych takie jak rozwiklanie hipotezy Milnora
przez Voevodskyego i krag jego wspolpracownikéw nie maja swoich odpowiednikéw w teoriach
abstrakcyjnych. W istocie wszystkie wzmiankowane powyzej teorie pozbawione sa podstawowych
narzedzi potrzebnych do atakowania podobnych probleméw: brakuje, na przyklad, rozwinietej
teorii niezmiennikéw kohomologicznych abstrakcyjnych form kwadratowych.

W opinii autora istotna przyczyna takiego stanu rzeczy jest skomplikowany jezyk uzywany w
istniejacych aksjomatyzacjach, jak rowniez brak mozliwosci przeniesienia pojeé typowych dla teorii
cial do przypadku abstrakcyjnego: przyktadowo, K-teoria Milnora bazuje silnie na arytmetyce
ciala, dla ktorego jest definiowana, a ta, z kolei, w znacznej mierze gubi sie przy podejsciu aksjo-
matycznym. 7 tych wzgledow wydaje sie pozadane poszukiwanie nowych aksjomatyzacji form
kwadratowych, a praca [P1] jest pierwszym z nadchodzacej serii artykulow poswieconych takim
poszukiwaniom. Autorzy proponuja w niej nowy sposoéb aksjomatyzowania form kwadratowych
wychodzacy od pojecia czesciowego porzadku spelniajacego pewne dodatkowe wlasnosci. Shuzy
temu wprowadzenie pojecia przedstawialnego cze$ciowego porzqdku. W pewnym przyblizeniu aksjo-
maty przedstawialnego porzadku odpowiadaja zachowaniu zbioru potegowego z wyrdznionym
jednym elementem i uporzadkowanego przez inkluzje, w ktorym wszystkie elementy sg supre-
mami niepustych rodzin zbioréw jednoelementowych, zas gléwny pomyst polega na zbudowaniu
aksjomatycznej teorii form kwadratowych wychodzac od opisu zachowania zbioréw wartosci form
kwadratowych. Ponizej przedstawimy go bardziej szczegbdtowo.

4.1 Praca [P1].

Niech A bedzie zbiorem cz¢sciowo uporzadkowanym. Bedziemy pisa¢ | | X dla oznaczenia
supremum podzbioru X C A oraz z U y dla oznaczenia | | {z, y}. Niech S4 bedzie zbiorem

elementéw minimalnych A. Bedziemy pisa¢ S, ii a N S 4 dla oznaczenia zbioru elementéw mini-

def.
malnych lezacych ponizej a € A oraz Sx = U, e xSz dla oznaczenia zbioru elementoéw minimalnych
lezacych ponizej podzbioru X C A. Czesciowy porzadek (A, <) nazywamy przedstawialnym, jezeli

i. kazdy niepusty podzbior X C A ma supremum,;
ii. S, jest niepusty i a=||S, dla kazdego a € A4;

iii. kazdy element minimalny s € Sa jest zwarty w nastepujacym sensie: jesli Y C A jest
niepustym podzbiorem oraz s <| |Y, to wowczas istnieje element y €Y taki, ze s <y.

Elementy minimalne przedstawialnego porzadku bedziemy nazywaé superkompaktami. Autorzy
pracy zdefiniowali przedstawialne monoidy, grupy, piericienie i cialta: przedstawialny monoid (M,
<,0,+) jest przedstawialnym porzadkiem (M, <,0)z wyrdznionym superkompaktem 0 i zachowu-
jacym suprema dodawaniem +: M x M — M takim, ze

i. a+ (b+c)=(a+0b)+c dla wszystkich a,b,c € M;

ii. a+0=04a=a dla wszystkich a € M;

iii. a+b=0+a dla wszystkich a,be M.
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Przedstawialna grupa G jest to przedstawialny monoid wyposazony w zachowujacy supema inwo-
lutywny homomorfizm —: G — G zwany odwracaniem, ktory spelnia warunek

(s<t4u)=({t<s+(—u))

dla wszystkich superkompaktow s,t,u € Sg. Przedstawialny pierscien jest to przedstawialna grupa
(R, <,0,+, —) skladajaca sie z co najmniej 2 elementow, na ktorej okreslony jest tez przemienny
monoid (R, -, 1) taki, ze 1 € R jest superkompaktem, - jest zgodne z < (tzn. a <b pociaga a-c<b-c,
dla wszystkich a, b, ¢ € R) oraz — (tzn.. a - (=b) = —(a - b), dla wszystkich a, b € R), rozdzielne
wzgledem + i takie, ze 0-a=0, dla wszystkich a € R, oraz

Sav = {st|s€S,,teS}
dla wszystkich a, b € R. Przedstawialny pierscien R taki, ze S =Sg \ {0} jest multyplikatywna

grupa bedziemy nazywali przedstawialnym ciatem.

Zbiory potegowe (z wytaczeniem podzbioru pustego) grup przemiennych, przemiennych pierscieni z
jedynka lub cial uporzadkowane przez inkluzje sa przyktadami przedstawialnych grup, pierscieni i
cial ([P1], Examples 4, 14, and 18). Podobnie zbiory potegowe hipergrup, multipierscieni i hipercial
sa przykladami przedstawialnych grup, pierscieni i cial ([P1], Examples 16 and 21).

Gléwnym celem pracy jest skonstruowanie pierscieni Witta odpowiednio dobranych przedsta-
wialnych cial. Z tego powodu autorzy nazywaja przedstawialne cialo R cialem pra-kwadratowo
przedstawialnym jezeli dodatkowo spelnia nastepujace wlasnosci:

i. a<a+b dla wszystkich a € Sk, b€ Sg;
ii. (a<l=b)A(a<l—c)=(a<1-bc) dla wszystkich a,b,c € Sg;
ili. a?=1 dla wszystkich a € Sg\ {0}.

Przyktadem pra-kwadratowo przedstawialnego ciala jest zbiér potegowy hiperciata kwadratowego
danego ciala (JP1], Proposition 28). Dalej, formq nad pra-kwadratowo przedstawialnym cialem
R nazywamy formalna n-ke (a, ..., a,) elementéw zbioru S%. Relacja & izometrii form takiego
samego wymiaru zdefiniowana jest przez indukcje w nastepujacy sposob:

—  {a)=(b) wtedy i tylko wtedy, gdy a=b;
— (a1, a2) = (b, by) wtedy i tylko wtedy, gdy a1 as=b1 b oraz by < aj + as;
— a1, .oy an) Z (b1, ..., b,) wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieja z,y, cs, ..., ¢, € Sk takie, ze
i (a1, x) X (b1, y);
i. (ag,...,an)
iil. (b2, ...y bpn) Z{y,c5...,Cn).
Relacja = jest rownowaznoscia w zbiorze wszystkich form unarnych i binarnych pra-kwadratowo
przedstawialnego ciala R ([P1], Proposition 31), za$ jezeli okazuje sie byé¢ rownowaznoscia w
zbiorze form dowolnego wymiaru, to R nazywamy ciatem kwadratowo przedstawialnym. Przy-

ktadem ciata kwadratowo przedstawialnego jest zbior potegowy hiperciata kwadratowego pewnego
ciata ([P1], Example 33).

Niech ¢ = (a1, ..., an) 1 ¥ = (b1, ..., bm) beda dwiema formami. be two forms. Sume ortogonalng
¢ @ ¢ definiujemy jako forme

(a1, ..y Gpy b1y ooy b))
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za$ iloczyn tensorowy ¢ @ 1 jako
(a1 bl, ey bm7 ag bl, ey a2 bm7 PR 7% bl, ceey Ap bm>

Bedziemy pisali k£ x ¢ dla oznaczenia formy ¢ @ ... D ¢.
——

ktimes

Twierdzenie 4.1. ([P1], Proposition 35)

1. Niech R bedzie pra-kwadratowo przedstawialnym ciatem. Suma ortogonalna i iloczyn tenso-
rowy izometrycznych form sq izometryczne.

2. (twierdzenie Witta o skracaniu) Niech R bedze kwadratowo przedstawialnym ciatem. Jesli

PLPYVEP2D P, to p=P.

Dwie formy ¢ i ¥ bedziemy nazywaé réwnowaznymi w sensie Witta i oznaczaé przez ¢~ 1, jesli
dla pewnych liczb naturalnych m,n > 0:

pdmx (1, -2y dnx(1,-1)

Mozna tatwo sprawdzi¢, ze ~ jest relacja réwnowaznosci w zbiorze form nad R zgodna z izometria.
Roéwniez nie jest trudno si¢ przekonaé, ze réwnowaznosé w sensie Witta jest kongruencja wzgledem
sumy ortogonalnej i iloczynu tensorowego. Oznaczmy przez W (R) zbior klas réwnowaznoSci w
sensie Witta form nad R i przez ¢ klase réwnowaznosci formy ¢. Wraz z dziataniami

d+v=90DY P p=00 ¢

W (R) jest pierscieniem przemiennym, ktorego zerem jest klasa rownowaznosei (1, —1), a jedynka
klasa rownowaznosci (1). Tak jak si¢ mozna spodziewac, W(R) bedziemy nazywaé pierscieniem
Witta kwadratowo przedstawialnego ciala R i, jak rowniez mozna sie spodziewaé, tak skonstru-
owany pierscien Witta zbioru potegowego kwadratowego hiperciata ciala F' jest izomorficzny ze

zwyklym pierécieniem Witta ciata F':

Twierdzenie 4.2. ([P1], Theorem 39) Dla ciala F piersciern W(P*(Q(F))) jest po prostu pier-
Scieniem Witta W (F') niezdegenerowanych symetrycznych form dwuliniowych nad F.

Tak jak wspominaliémy powyzej, praca [P1] jest dopiero pierwsza z nadchodzacej serii po$wieconej
aksjomatyzacji form kwadratowych za pomoca przedstawialnych porzadkéw. W chwili obecnej
autor pracuje nad zbadaniem podstawowych wlasnosci kategoryjnych przedstawialnych algebr, w
szczegolnosci nad zbudowaniem narzedzi potrzebnych do rozwiniecia wersji algebry homologicznej
nad przedstawialnymi strukturami. Jest to zadanie raczej delikatne, albowiem trudne do pokonania
przeszkody pojawiaja sie juz na etapie definiowania poje¢ takich jak ciggi doktadne przedstawial-
nych monoidéw: w szczegolnosci, brakuje tu czytelnej charakteryzacji monomorfizméw poprzez ich
jadra.

Rownolegle autor kontynuuje poszukiwania nowych przyktadéw struktur, ktére mozna opisaé za
pomoca przedstawialnych porzadkéw. W szczegdlnosci, hiperciata dostarczaja wygodnego narze-
dzia w studiowaniu struktur rozmytych, autor za$ uwaza, ze ich zastapienie przez przedstawialne
ciata powinno doprowadzi¢ do uproszczenia znanych juz rezultatéw i uzyskania kolejnych.
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5. Inne osiggniecia naukowe.

Ponizej podajemy i pokrotce omawiamy pozostalte osiggniecia naukowe autora nie bedace elemen-
tami cyklu sktadajacego sie na jednolite osiagniecie naukowe. Sg one podzielone na cztery grupy.
Prace [PP1] — [PP4] zwiazane sa z pp hipoteza w teorii przestrzeni porzadkow i wiekszosé z
nich stanowita podstawe rozprawy doktorskiej autora. Prace [SO1] — [SO3] tworza serie po§wie-
cona badaniom struktury przestrzeni porzadkéw. Praca [SL1] jest owocem wspoélnego z Karimem
Becherem projektu zajmujacego sie zwiazkami miedzy dlugoscia symboli a indeksem stabilnosci,
wreszcie praca [FP1] dowodzi dwoch twierdzen z niedawno wprowadzonego nowego typu twierdzen
o punktach statych.
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5 PP hipoteza w teorii przestrzeni porzadkéow.

Przestrzenie porzadkéw pojawily sie juz w niniejszym omoéwieniu w dyskusji miedzy liniami: dla
formalnie rzeczywistego ciata F' rozwazmy wtasciwy praporzadek T. Zauwazmy, ze T jest pod-
rupa multyplikatywnej grupy F'* ciala F', albowiem jesli ¢t € T, to % = (%)Qt € T*. Oznaczmy
Gp=F*/T*. Para (Xp,Gr) jest przyktadem przestrzeni porzadkow.

G7 mozna naturalnie identyfikowaé¢ z podgrupa grupy {—1, 1}*7 wszystkich funkeji z X7 do {1,
1}, z mnozeniem zdefiniowanym po warto$ciach: element a € F™ indukuje funkcje X7 3 P+ a(P) €
{-1,1}, gdzie

_J1, gdyacP
a(P)—{ -1, gdy a€e—P.

Odpowiednio$¢ ta jest homomorfizmem z jadrem rownym 7°%.

Przestrzeniq porzqdkéw nazwiemy pare (X, G), gdzie X jest niepustym zbiorem, za§ G pod-
grupa {—1,1}¥ zawierajaca funkcje stale réwna —1 i spelniajaca nastepujace trzy aksjomaty. Po
pierwsze:

i, Va,y€ X [(2 £ y) = Ja € G (al@) £a(y)]
Elementy X mozemy postrzegaé jako charaktery grupy G: naturalne zanurzenie X w grupe cha-
rakterow x(G) otrzymujemy przez identyfikacje elementu x € X z charakterem a— a(z). Formami

kwadratowymi w ujeciu przestrzeni porzadkéw nazywaé bedziemy formalne n-ki elementéw grupy
G, za$ jesli a,b € G, definiujemy zbiér wartosci D(a,b) nastepujaco:

D(a,b)={ceG:Vxe X (c(x)=a(z) Ve(x)=b(zx))}.
Po powyzszych uwagach mozemy wystowi¢ pozostate dwa aksjomaty:
ii. Jesli x € x(G) spelnia warunek z(—1)=—1 1 jesli
Va,bekerz (D(a,b) Ckerx),

to = zawiera sie w obrazie naturalnego zanurzenia X < x(G).

iii. Dla aq, az2,a3 € G, jesli b € D(aq, c) dla pewnego ¢ € D(ag,as), to b€ D(d,as) dla pewnego
d € D(ay,a9).

W X wprowadzamy naturalnag topologie, zwana topologiq Harrisona, jako najstabsza topologie
w ktorej funkcje a: X — {—1, 1}, a € G, sa ciagte, przy zalozeniu, ze {—1, 1} jest wyposazony w
topologie dyskretng. Innymi stowy, zbiory

U(@)={reX:a(z)=1}, a€qG,
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sa domknieto-otwarte i tworza podbaze topologii w X, zas zbiory

U(ay,...,an) = ﬂ Ul(a;)

tworza jej baze. Podzbior Y C X bedzie nazywany podprzestrzeniq przestrzeni (X, G), jesli Y daje
sie wyrazi¢ w postaci ﬂaeSU(a) dla pewnego, niekoniecznie skoriczonego, podzbioru S C G. Dla
dowolnej podprzestrzeni Y bedziemy oznaczaé przez G|y grupe wszystkich zwezeni aly, a € G.
Nie jest zaskoczeniem, ze para (Y, G|y) sama jest przestrzenia porzadkow. Indeksem stabilnosci
(X, @), oznaczanym przez stab(X, G), nazywaé¢ bedziemy najmniejsza liczbe k o tej wlasnosei, ze
dowolny zbiér bazowy V C X (w topologii Harrisona) daje sie wyrazi¢ jako V' =U(ay, ..., a;) dla
pewnych aq,...,a; € G.

Przypomnijmy, ze formula pierwszego rzedu w jezyku L z parametrami a = (aq, ..., ax) nazywana
jest dodatnio pierwotng (w skrocie pp formulq, od ang. positive primitive), jezeli jest postaci
ItV(t, a), gdzie t = (t, ..., t,), oraz U(t, a) jest skonczong koniunkcja formut atomowych.
Dla przestrzeni porzadkéw (X, G) pp formuta P(a) z n kwantyfikatorami i k& parametrami w G
przyjmuje postaé

Bz_/\ pj(t,a)€ D(1,q;(t,a)),

gdzie t = (t1,...,tn), a=(a1,...,ax), dla ;€ G, l€{1,....k}, oraz p;(t,a), ¢;(t,a) sa £ iloczynami
pewnych t; i a;, i € {1,...,n}, 1 €{1,..., k}. Liczne wazne pojecia w teorii przestrzeni porzadkow
daja sie wyrazi¢ poprzez pp formuly, w szczegolnosci takie jak ,dwie formy sg izometryczne” albo
selement jest reprezentowany przez forme”. Zalozmy, ze P(a) jest pp formuly z jednego z tych
dwoch przyktadéw. W obydwu przypadkach prawdziwa jest nastepujaca ,zasada lokalno-globalna
jezeli P(a) jest spelniona w dowolnej skonczonej podprzestrzeni (X, G), to P(a) jest spelniona
w calej przestrzeni (X, G) (gdy méwimy o formule P(a) w podprzestrzeni Y, to mamy na mysli
formule otrzymana z P(a) przez zamiane kazdego z atomow p € D(1, ¢) atomem p|y€Dy (1,
qly)). W swietle powyzszych obserwacji nasuwa sie nastepujace naturalne pytanie, znane jako pp
hipoteza:

Czy dla dowolnej przestrzeni porzqdkow (X ,G) prawdg jest, ze jezeli pp formuta P(a) z parame-
trami a w G jest spetniona w kazdej skoriczonej podprzestrzeni (X, G), to jest tez spelniona w

(X,G)?

Seria prac [PP1], [PP2], [PP3] i [PP4] zajmuje sie pp hipoteza w réznych przykladach prze-
strzeni porzadkéw. Ponizej omowimy je bardziej szczegdtowo.

5.1 Praca [PP1].

Prace [PP1], [PP2], [PP3] zlozyly sie na rozprawe doktorska autora. Pierwsza z nich, [PP1],
jest by¢ moze najbardziej interesujaca i dostarcza negatywnego rozstrzygniecia pp hipotezy poprzez
wskazanie konkretnej przestrzeni porzadkéw wraz z formula, ktéra jest spelniona w kazdej jej
podprzestrzeni, ale w ogolnosci okazuje sie falszywa. Dokladniej, udowodnione jest nastepujace
twierdzenie:

Twierdzenie 5.1. ([PP1], Theorem 6) Niech (Xs-p2,Gy p2) bedzie przestrzeniq porzqdkow ciata
F funkcyjnego krzywej stozkowej C: ax?® +by?>+¢=0, a,b,c€ Q, gdzie a >0, b>0, ¢ <0, ktora
nie zawiera zadnych punktow o wspdtrzednych wymiernych. Wdowczas istnieje pp formuta, ktora
zachodzi w dowolnej skoriczonej podprzestrzeni przestrzeni (szz, GZF2)7 ale nie zachodzi w

(X5 2, Gy p2).
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Rozwazana pp formuta jest dana ezplicite. Niech C: ax? +by? 4 ¢ =0 bedzie krzywa stozkowa taka,
jak w Twierdzeniu 5.1 (wezmy, na przyktad, z2 + y? — 3 = 0) i rozwazmy szes$¢ nierozktadalnych
elementéw py, ..., pg pierscienia wspotrzednych krzywej C indukowanych z wielomianéw liniowych,
ktore przecinaja sie z C tak, jak na nastepujacym obrazku:

P6

Fig. 1

Niech 1%, £2% oznaczaja dwa rzeczywiste punkty przeciecia p; z C, i € {1,...,6}, uporzadkowane tak,
jak powyzej. Zamieniajac ewentualnie p; przez —p; mozemy zalozy¢, iz kazdy z p; jest dodatni w
poczatku uktadu wspoétrzednych. Niech a1 = p1 pg, a2 = p1 pa, d= —p1 p2 p3 ps. PP formula stuzaca
jako kontrprzyktad do pp hipotezy wyglada nastepujaco:

P(Q,) = Jt13to (tl S D(l,al) Nito ED(LCLQ) ANdtito€e D (l,al ag)).

Dowod jest bardzo techniczny i do$¢ skomplikowany. Ponadto, odpowiednio modyfikujac powyzszy
przyktad, mozna pokazaé, ze pp hipoteza nie jest spelniona takze w przestrzeni porzadkow ciata
funkcyjnego dwoch prostych rownolegtych bez punktéw o wspotrzednych wymiernych:

Twierdzenie 5.2. ([PP1], Theorem 9) Niech (Xs 2, Gy p2) bedzie przestrzeniq porzqdkéw ciata
funcyjnego F krzywej stozkowej C: 22 + ¢ =0, ¢ € Q, gdzie ¢ < 0, ktéra nie zawiera punktéw o
wspdtrzednych wymiernych. Wowczas istnieje pp formula, ktora jest spetniona w kazdej skoniczonej
podprzestrzeni (Xs- p2, Gy~ p2), ale nie jest spetniona w (Xy- p2, Gy~ p2).

Dla kazdej przestrzeni porzadkow ciata funkcyjnego krzywych stozkowych innych niz wymienione w

Twierdzeniach 5.2 1 5.2 pp hipoteza jest spelniona. Tym samym praca [PP1] dostarcza kompletne;j
klasyfikacji krzywych stozkowych ze wzgledu na pp hipoteze.

5.2 Praca [PP2].

Jest to kontynuacja pracy [PP1]. Glowne twierdzenie jest nastepujace:

Twierdzenie 5.3. ([PP2], Theorem 1) PP hipoteza jest falszywa dla przestrzeni porzqdkdw
(X5 p2, Gy p2) ciata F=R(z,y).

PP formuta dla ktorej pp hipoteza nie zachodzi jest podana bezposrednio, a technika dowodu
przypomina te z Twierdzenia 5.2. Dla € > 0 rozwazmy podprzestrzenie

X=U(@*+y>-1)NU (1 +e—22—y?)

x.. Zdefiniujmy podprzestrzen

X:ﬂ X,

e>0

i niech GE = GZIR(z,y)Z
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i niech G =Gy R(z,y)2| x. Mozna pokazaé, ze wystarczy udowodni¢, iz pp hipoteza nie zachodzi w
przestrzeni (X, G). Dla € >0 oznaczmy

Ac={(a,b) eR=1<a?+b?<1+¢}

i niech 7y, ..., 16 € R(z, y) beda elementami nierozkladalnymi indukowanymi z wielomianow
liniowych, ktére dla odpowiednio duzych e przecinaja sie z A, tak, jak na ponizszym obrazku:

Tutaj p{;, ps; oznaczaja dwie skladowe spojne zbioru Z(m;) N A., i €{1,...,6}, € >0, i sa polozone
tak, jak na powyzszej ilustracji, gdzie Z(m;) jest zbiorem rzeczywistych zer ;. Zastepujac ewen-
tualnie 7; przez —m; mozemy zalozy¢, ze kazdy m; jest dodatni w zerze. Dla dwoch sasiadujacych
segmentow ps, j, i ps, j,, i1,92€{1,2}, ji,j2€{1,...,6}, oznaczmy przez A;7*"*’* sektor zaczynajacy
sie w pf, ;, i, przy zalozeniu, ze poruszamy si¢ wzdtuz A, zgodnie z kierunkiem ruchu wskazowek
zegara, koriczacy w pf, ;.

Niech ay =m mg, ag =71 74 1 d=—71 Ta T3 75. Rozwazmy nastepujaca pp formute
P(al, as, d) = Jt13ts (tl € l)(l7 CL1) NS D(l7 (J,Q) Adtito €D (1, ay LLQ)).
Dowod twierdzenia polega teraz na wykazaniu, ze P(a1, as,d) nie zachodzi w (X, G).

5.3 Praca [PP3].

W tej pracy, dla danej pp formuty P(y), zdefiniowana zostaje specjalna rodzina formut F p, ktora
mozna uzyé¢ celem przetestowania, czy dana pp formula zachodzi dla wszystkich skonczonych
podprzestrzeni danej przestrzeni porzadkow. Pracujemy z ustalong pp formutla

gdzie 0; sa formutami atomowymi, zas y = (y1, ..., Y), t = (t1, ..., tn) sa formalnymi ciggami
zmiennych. Oznaczmy

Kp={(Y, H,b)| (Y, H) jest skoficzona podprzestrzenia, b € H*, P(b) nie zachodzi w (Y, H) i
zachodzi w kazdej wlasciwej podprzestrzeni (Y, H)}.

Niech z = (21, ..., 1) bedzie ciagiem zmiennych wolnych. Budujemy nowa formule Pj(y,z) stosujac
indukcje wzgledem 1. Jesli [ =1, definiujemy Pi(y, 1) zamieniajac kazda formule atomows 21 €

D(z2, z3) wyst¢pujaca w P(y) przez

Js13s2[(s1€ D(1,21)) A(s2€ D(1,21)) A (21 € D (1 22, 52 23))]-
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Jesli | > 2, definiujemy Pi(y, (%1, ..., 1)) wykonujac powyzsza operacje na P_1(y, (1, ..., x1—-1)).

Sprawdzamy, ze dla kazdej przestrzeni porzadkow (X, G) i dla kazdej podprzestrzeni postaci
U(by,...,br), by,...,0; €G, jesli a € G* to Py(a,d) zachodzi w (X, G) wtedy i tylko wtedy, gdy P(a)
zachodzi w podprzestrzeni U (by, ..., b;).

Niech A > 1 bedzie liczba naturalna. Konstruujemy ciag formut P;)(g), i > 0, stosujac indukcje
wzgledem 4. Dla i =0 definiujemy PA(O)(y) =P(y). Dla i=1, definiujemy

A
P)(\l) = HZ() ...32/\ /\ [(Zj_l e D(l, ZJ)) A\ P1 (z_j, Zj_l Zj)],
j=1
za$ dla i > 2 definiujemy P/Si)(y) wykonujac powyzsza operacje na P/Si_l)(y) zamiast na P(y).
Zauwazmy, ze konstrukcja ta zalezy od liczby .
Trywialnie, dla kazdej przestrzeni porzadkéw (X, G) i kazdych a € G, P(a) = Pﬁl)(g) (biorac
z0=2z1=...=2zx=1) 1 w konsekwencji P(a)= P)(\l)(g) =..= P/@(g).

Zdefiniujmy liczbe

cp=max {cl(X,G):(X,G,a) eKp},

gdzie cl(X, G) oznacza dlugosé taricuchowq przestrzeni (X, G), czyli najwieksza liczbe d taka,
ze istnieje ciag U(ag) € U(a1) € ... € Ulaq), ao, a1, ..., ag € G, lub oo jezeli nie istnieje taka
skoriczona liczba. Mozna sprawdzi¢, ze cp jest dobrze okreslona. Glownym rezultatem w [PP3]
jest nastepujace:

Twierdzenie 5.4. ([PP3], Theorem 2) Niech A> cp, niech (X,G) bedzie przestrzenig porzadkéw,
niech a € G*. Nastepujgce dwa warunki sq réwnowazne:

1. P(a) nie jest spetniona w pewnej skoriczonej podprzestrzeni (X, G);

2. dla dowolnych i >0 formuta —\Pf\i)(g) jest spetniona w (X, G).

Praca zawiera tez konkretny przyktad ilustrujacy w jaki sposoéb powyzsze formuty sa konstruowane,
bazujacy na pp formule wykorzystanej w obaleniu pp hipotezy ([PP3], Example 1).

5.4 Praca [PP4].

Jako ostatnia prace zajmujaca sie tematyka pp hipotezy, autor opublikowal miniaturowa notke
[PP4] zawierajaca jeden zgrabny rezultat. Jakkolwiek pp hipoteza zostala obalona we wczesniej-
szych pracach, nadal jest ciekawe badanie przyktadéw przestrzeni w jakich jest spelniona. Jednym
z takich przykladow jest snop przestrzeni porzadkow: zalozmy, ze (X;, G;) sa przestrzeniami
porzadkow dla wszelkich ¢ € I, gdzie I jest przestrzenia boole’owska. Zaldézmy nastepnie, ze X =
Uie1X;, czyli rozlaczna suma zbioréw X;’s, jest wyposazona w topologie taka, ze

i. X jest przestrzenia,
ii. inkluzja ¢;: X; — X jest ciagta dla kazdego i € I,
iii. rzutowanie 7m: X — I jest ciagle
iv. jesli (ix)aep jest ciagiem uogolnionym w I zbieznym do i € I oraz jesli 07, 03,03, 07 jest 4-

elementowym wachlarzem w X;, takim, ze 03\ jest zbiezny do o; € X; dla wszystkich j =1,
2,3,4, to woéwczas 01020304 = 1.
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Tutaj wachlarzem nazywamy pare (X, G), gdzie G jest grupa o wykladniku 2 i zawierajaca wyroz-
niony element —1, za§ X jest zbiorem wszystkich charakterow x grupy G takich, ze x(—1) =—1.

Ponadto niech

G:={peCont(X,{+1}): ¢|x,€GVicl}

gdzie G; identyfikujemy z jej obrazem w Cont(X;,{ £1}), ¢ € I, poprzez naturalne zanurzenie. Wow-
czas (X, G) jest przestrzenia porzadkow nazywang snopem przestrzeni (X;, G;) nad przestrzenig
boole’owska I. Glownym rezultatem pracy [PP4] jest nastepujace:

Twierdzenie 5.5. ([PP4], Theorem 1) Jesli pp hipoteza zachodzi w (X;,G;), dla wszelkich i €1,
to zachodzi réwniez w snopie (X, G) przestrzeni (X;, G;) nad przestrzenig boole’owskq I.

Twierdzenie to zostalo juz wczesniej udowodnione przez Astiera [5] przy uzyciu raczej zaawansowa-
nych narzedzi z teorii modeli, podczas gdy dowod przedstawiony w [PP4] jest bardzo elementarny.

6 Struktura przestrzeni porzadkow.

Seria prac [SO1], [SO2] i [SO3] zajmuje si¢ badaniem granic odwrotnych i ilorazéw przestrzeni
porzadkéw. Zacznijmy od wyjasnienia tych poje¢. Przez morfizm przestrzeni (X1, G1) w przestrzen
(X2, G2) bedziemy rozumie¢ funkcje F: X3 — X taka, ze

Vbe Gy (bOFEGl).

Morfizm F: (X1, G1) = (X2, G2) definiuje homomorfizm grup F*: G2 — G1 dany wzorem F*(b) =
bo F', ktory spelia dodatkowo warunek

Vb1, b2, bs € G2 [(b1 € Dixy (b2, bs)) = (F*(b1) € Dx, (F7*(b2), F7*(bs)))]-

Bijektywny morfizm bedziemy nazywaé izomorfizmem i oznaczaé (X1, G1) = (X2, Ga), jesli dwie
przestrzenie beda izomorficzne.
Systemem odwrotnym przestrzeni porzadkéw nazywamy trojke ztozona ze:
i. skierowanego zbioru (I, ),
ii. przestrzeni porzadkow (X;, G;), i €1, oraz
ili. morfizmow Fj;: (X;, G;) — (X, G;) zdefiniowanych dla i > j, 4, j € I, takich, ze

(a) F3;(X;) = Xj, co pociaga, ze F}5: G;— G jest injektywny, oraz

(b) Fip=FjroFy;,dlai=j=k,i,j,kel.

Jest jasne, ze odwrotny system (I, (X;, G;), Fi;) przestrzeni porzadkéow automatycznie definiuje
zaréwno prosty system grup (I, G;, F5) jak i odwrotny system zbiorow charakterow (I, X;, Fjj ).
Ponadto przyjmujac G =limG; oraz X =limX; otrzymujemy przestrzei porzadkéw (X, G), ktora
nazywaé bedziemy granicq odwrotnq przestrzeni porzadkow i oznacza¢ przez lim(X;, G;). Dla
ustalonego j € I bedziemy pisa¢ 7; dla oznaczenia rzutowania m;: X — X; takiego, ze m; = Fj;jom;,
dla i = j, i € I oraz ; dla oznaczenia injekcji v;: G; — G takiej, ze v; =0 F5, dlai>=j, i€l
Jako ze, w istocie, G =, ., Gi, bedziemy uzywac tego samego symbolu a dla oznaczenia elementu
a € G, 1jego obrazu a € v;(G;) C G. Przestrzen porzadkow, ktora jest granica odwrotng skoriczonych
przestrzeni porzadkéw bedzie przez nas nazywana proskonczong.
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Jezeli (X, G) jest przestrzenia porzadkow, zas Go podgrupa grupy G, to oznaczmy przez X
zbiér wszystkich charakteréw z X zwezonych do Go. W przypadku, gdy otrzymamy tak nowa
przestrzen porzadkow (Xo, Gy), bedziemy ja nazywaé przestrzeniq ilorazowg (X, G), w ogolnosci
za$ bedziemy ja nazywaé strukturq ilorazowq. Stwierdzenie czy dana struktura ilorazowa jest w
istocie przestrzenia ilorazowa jest na ogét trudne.

We wczesniejszej dyskusji wspominaliémy juz o indeksie stabilnosci i o wachlarzach. Indeks stabil-
nosci przestrzeni (X, G) mozna rownowaznie zdefiniowaé jako najwieksza liczbe naturalng n taka,
ze w (X, G) istnieje podprzestrzen o 2™ elementach, ktora jest wachlarzem (albo jako oo gdy nie
ma takiej liczby).

Wspominalisémy tez o problemie realizacji aksjomatycznych teorii form kwadratowych. Dotyczy
on takze przestrzeni porzadkéw, dla ktérych do dzi$ nie jest rozstrzygniete pytanie, czy istnieja
przyktady przestrzeni, ktore nie sa izomorficzne z przestrzeniami (szz, GZF2)7 gdzie F' jest
pewnym ciatem (aczkolwiek panuje powszechne przekonanie, ze przyklady takie mozna wskazac).
Kostrukcje przestrzeni ilorazowych i granic odwrotnych dostarczaja potencjalnego narzedzia do
znalezienia takich przyktadéw. Doktadniej, w opinii autora, wydaje sie, iz $rodkiem do stwier-
dzenia, czy dana przestrzenn porzadkow jest realizowalna moze byé znalezienie odpowiedzi na
nastepujace pytanie: czy jest prawda, ze dla przestrzeni porzadkow (X, G) zachodzi rownosé

W(X,G)NC(X,2"Z) =I"(X,G)?

Tutaj C(X, 2"7Z) oznacza zbiér funkcji ciagtych X — 2"Z, zas I"(X, G) jest n-ta potega ideatu
fundamentalnego I(X, G) pierscienia Witta przestrzeni porzadkow (ktorego budowa przypomina
zwykly pierécien Witta, nie bedziemy wszakze podawaé tu wszystkich szczegdétow technicznych
zwiazanych z jego konstrukcja). Pytanie to znane jest jako otwarty problem Lama B. Mozna
nietrudno sprawdzié, ze odpowiedZ na nie jest pozytywna w przypadku n =1 lub n =2 oraz dla
przestrzeni porzadkow (X, G) takich, ze sta(X,G) <3 [42, Proposition 3.1]. Co wiecej, problem ten
ma pozytywne rozstrzygniecie dla wszystkich realizowalnych przestrzeni porzadkéw, co stosunkowo
niedawno zostalo udowodnione przez Dickmanna i Miraglie [19] przy uzyciu stynnych rezultatow
Orlova, Vishika i Voevodsky’ego [47], [61].

Tym samym w celu wskazania przestrzeni porzadkow, ktora nie jest realizowalna, wystarczyloby
skonstruowaé przestrzen porzadkow (X, G) zawierajaca co najmniej 16-elementowe wachlarze i
forme kwadratowa ¢ = ((a1,b1)) @ ... ® ((as, bs)), s € N, taka, ze ¢(z) = 0mod 8, dla wszystkich
x € X, jakkolwiek

¢Fc1((d,er, f1) ... @ ce((de, ex, fr),

dla wszelkich mozliwych wyborow of t € N oraz d;, e;, fi € G, i €{1,...,t}.

Powyzsza obserwacja skierowala zainteresowania autora w kierunku opracowania metod ,roz-
dmuchiwania” istniejacych wachlarzy w przestrzeniach porzadkéw o czytelnej i dobrze opisanej
strukturze w celu otrzymywania w ten sposob przykladéw nowych przestrzeni porzadkéw o wyz-
szym indeksie stabilnosci, gdzie otwarty problem Lama B podlegatby dalszej weryfkacji. W
rezultacie tych rozwazan powstala seria prac [SO1], [SO2] i [SO3]. Omoéwimy teraz pokrotce
ich najwazniejsze rezultaty.

6.1 Praca [SO1].

Praca otwierajaca serie zawiera dwa rezultaty, o ktérych warto tu wspomnieé. Po pierwsze, otrzy-
mano nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 6.1. ([SO1], Theorem 1) Przestrzen porzadkow (Xsq(a)2, Gy q(a)2) jest proskori-
czona.
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By! to poniekad otwarty problem i jego rozwiagzanie byto dla autora Zrodlem pewnej satysfakeji,
aczkolwiek pelna sita powyzszego twierdzenia ujawnia sie w jego dowodzie, ktory jest czysto geo-
metryczny i pozwala doglebnie zrozumieé strukture przestrzeni porzadkow ciata Q(z).

Po drugie, udowodnione jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 6.2. ([SO1], Theorem 2) Jesli (X, G) = lim(X;, G;), dla pewnego odwrotnego
systemu przestrzeni porzedkow (I,(X;, G;), Fij), 1 jesli, dla wszystkich i € I, pp hipoteza zachodzi
w przestrzeni (X;,G;), to zachodzi réwniez w (X, G).

Twierdzenie to zostato wczesniej udowodnione przez Astiera i Tressla [4], ktorzy zastosowani raczej
skomplikowane wyniki z teorii modeli, tymczasem podany tu dowdd jest elementarny.

6.2 Praca [SO2].

Cata praca poswiecona jest dowodowi jednego twierdzenia:

Twierdzenie 6.3. ([SO2/, Theorem 9) Niech Go C Gy~ qa)2 bedzie podgrupg grupy Gs-qa)? takg,
ze —1€Gyo i niech (Gy qa)2: Go) =2. Jesli (Xo,Go) jest przestrzeniq porzqdkow, gdzie Xo= X|g,,
to wowczas koniecznie (Xo,Go) jest proskoniczona.

Dowdd jest zmodyfikowana wersja techniki opracowanej dla uzyskania Twierdzenia 6.1. Jest nie-
zwykle zmudny i zainteresowany czytelnik zmuszony jest do przeanalizowania 20 stron technicznych
rozwazan geometrycznych, ktore wszakze sg raczej dosé elementarne. Doswiadczenia zebrane pod-
czas opracowywania dowodu przekonaly autoréw pracy, ze metody rozwiniete na potrzeby dowodu
Twierdzenia 6.1 sa zbyt skomplikowane, aby dalo sie je zastosowaé do bardziej zaawansowanych
przyktadow.

6.3 Praca [SO3|.

Poszukiwania metod sprawdzania, czy struktury ilorazowe sg w istocie przestrzeniami ilorazowymi
doprowadzily do powstania pracy [SO3]. Autorom udalo si¢ poczynié kilka interesujacych obser-
wacji, ktore, w szczegolnosci, uogolniaja rezultaty uzyskane w pracach [SO1] i [SO2]. Niech (X,G)
bedzie przestrzenia porzadkéw. Dla S C G, (S) niech oznacza podgrupe G generowana przez S.
Dla S C x(G),

St:i={g€G:0(g9)=1Vo€S}i(S):=x(G/St),

jest domknieta podgrupa x(G) generowana przez S. Powiemy, ze (X, G) jest sumag prostq prze-
strzeni porzadkow (X;, G;), i € {1, ..., n}, co oznaczamy przez (X, G) = H?:l (X, G;) = (Xq,
Gi)U...U(X,,Gy), jesli X jest rozlaczna suma zbiorow X1, ..., X, zas G sktada sie ze wszystkich
funkeji a: X — {—1, 1} takich, ze a|x,€G;, i € {1, ...,n}. Wowczas G=G1 D ... & G,, gdzie role
wyroznionego elementu —1 spelnia (—1,—1,..., —1). Dalej, mowimy, ze (X, G) jest rozszerzeniem
grupowym przestrzeni porzadkow (X, G), jesli G jest grupa o wyktadniku 2, G jest podgrupa G,
i X ={recx(G):z|c€ X} Jako ze G rozklada sie jako G = G x H, bedziemy czesto pisa¢ (X,
G) = (X, G) x H dla oznaczenia rozszerzei grupowych. Zaréwno suma prosta przestrzeni jak i
rozszerzenie grupowe sg przestrzeniami porzadkow.

Niech (X, G) bedzie przestrzenia porzadkow, zas (Xo, Go) struktura ilorazowa (X, G). Poszukujemy
warunkow koniecznych i wystarczajacych na Gg aby (Xo, Go) byla przestrzenia ilorazowa (X, G).
Zalozmy najpierw, ze Gy podgrupa o indeksie 2 w G, —1 € Gg. Jako ze Gy jest indeksu 2 oraz
—1€ Gy, Gy jest jednoznacznie wyznaczona przez charakter na G /{+1}, tzn. istnieje jednoznacznie
wyznaczony vy € x(G), v(—1) =1 taki, ze Go = ker (). Nastepujacy rezultat otwiera dyskusje w
pracy [SO3|:

Twierdzenie 6.4. ([SO3], Theorem 2.2)
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(i) Zatoimy, ze (Xo,Go) jest przestrzeniq ilorazowq (X,G), (Y,G /Y1) jest podprzestrzeniq (X,
G), v (Y) oraz Yo=Y |g, Wowczas (Yo,Go/Y ) jest przestrzeniq ilorazowg (Y,G/YL).

(ii) Zatozmy, ze (X, G) jest rozszerzeniem grupowym (X', G') i v =~|¢.
Jesli v' =1, to wowczas (Xo, Go) jest przestrzeniq ilorazowq (X, G).

Jesli v+ 1, to (Xo, Go) jest przestrzeniq ilorazowq (X, G) wtedy i tylko wtedy, gdy (X, Go) jest
przestrzeniq ilorazowq (X', G’). Tutaj Gi:=ker (v'), X{:=X'|qy.

Przy uzyciu powyzszego rezultatu mozna pokazaé¢ nastepujace:

Twierdzenie 6.5. ([SO3], Theorem 2.4) Warunkiem koniecznym na to, aby (Xo, Go) byta prze-
strzeniq ilorazowg (X, G) jest aby v € X4,

Tutaj X% := {Hleai: gi€X,i=1,..,k}. Jako ze o; nie musza by¢ roztaczne, {1} C X2 C X*.
Jedli (X, G) jest wachlarzem, to X4= X2={vy€ x(GQ): v(—1) =1}. Okazuje sie, ze w niektorych
przypadkach powyzszy warunek jest tez wystarczajacy:

Twierdzenie 6.6. ([SO3], Theorem 2.5) Jesli stab(X, G) =1, to warunek konieczny z Twier-
dzenia Theorem 6.5 jest tez wystarczajgcy.

Dla przestrzeni porzadkow (X, G) definiujemy relacje ~ nazywana spdjnoscig jak nastepuje: jesli
x1,22€ X, to x1 ~xo wtedy i tylko wtedy, gdy albo x1 =12, albo istnieje czteroelementowy wachlarz
V w (X, G) taki, ze x1, z3 € V. Klasy rownowaznosci relacji ~ nazywaé¢ bedziemy sktadowymi
spdjnymi przestrzeni (X, G). Wiadomo, ze jesli (X, G) jest skoniczona przestrzenia porzadkow, a
X1, ..., Xy jej sktadowymi spojnymi, to (X ,G)=(X1,G|x,)U...U(X,,G|x,). Ponadto przestrzenie
(Xi, Glx,) sa albo jednoelementowe, albo sa wlasciwymi rozszerzeniami grupowymi.

Celem uproszczenia dalszej dyskusji bedziemy od teraz zakladaé, ze przestrzen porzadkow (X, G)
nie zawiera nieskonczonych wachlarzy. Jest tak, na przyktad, w przypadku gdy indeks stabilnosci
(X, G) jest skoriczony. Dla 6 € x(G) oznaczmy X5:={o € X:0d€ X} =X NJX. Mozna pokazac,
ze skoro (X, G) nie ma nieskoniczonych wachlarzy, to kazda sktadowa spojna jest albo przestrzenia
jednoelementowa, albo jest postaci Xs dla pewnego § € x(G), § #£1, | X5| > 4.

Wymagany w Twierdzeniu 6.5 warunek, aby v € X* mozna, istotnie poprawi¢ w nastepujacy sposob:

Twierdzenie 6.7. ([SO3], Theorem 2.8) Warunkiem koniecznym na to, aby (Xo, Go) byta prze-

’.C:la,», 0, €X, k=2 lubk=4ivy¢ X? oraz, w przypadky

strzeniq ilorazowq (X, G) jest aby v=1];
gdy nie wszystkie o; nalezq do tej samej sktadowej spéjnej (X, G) i sktadowe spdjne, do ktérych
nalezq o; nie sq wszystkie jednoelementowe, albo k=2 i doktadnie jedna ze sktadowych spdjnych, do
ktorych naleiq o; nie jest jednoelementowa, albo k=4, v ¢ X2 i, po ewentualnej zmianie numeracyi,
sktadowa spojng o3 1 04 jest Xyy0, 1 albo sktadowq spding o1 i o2 jest Xy, 0, albo sktadowymi
spolnymi o; sq przestrzenie jednoelementowe dla i =1,2.

Naturalnie mozna sie zapytywaé, czy warunki konieczne wyartykutowane w Twierdzeniu 6.7 sa
wystarczajace w przypadku, gdy (X, G) ma indeks stabilnosci rowny 2. Nie jesteSmy w stanie
odpowiedzie¢ na tak postawione pytanie w pelnej ogdlnosci, jesteSmy wszakze w stanie dowiesé,
co nastepuje:

Twierdzenie 6.8. ([SO3], Theorem 2.9) Jesli (X ,G) ma indeks stabilnosci 2 i tylko skoriczenie
wiele sktadowych spdjnych, ktore nie sq jednoelementowe, to wtedy warunki konieczne sformuto-
wane w Twierdzeniu 6.7 sq tez wystarczajgce.

W istocie mozna udowodni¢ znacznie bardziej zaskakujacy rezultat:
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Twierdzenie 6.9. ([SO3], Theorem 3.3) Nastepujgce warunki sq réwnowazne:
1. (Xo, Go) jest przestrzeniq ilorazowq (X ,G).
2. v spetnia warunki konieczne z Twierdzenia 6.7.

3. (Xo, Go) jest proskoriczong przestrzeniq porzqdkéw.
W pozostatem czesci pracy rozwazane sa dowolne ilorazy. Udowodniony jest nastepujacy warunek:

Twierdzenie 6.10. ([SO3], Theorem 5.1) Warunkiem koniecznym na to, aby struktura ilorazowa
(Xo, Go) przestrzeni (X, G) byla przestrzeniq porzqdkéw jest aby S generowal x (G /Gy) jako
grupe topologiczng, tzn. aby x (G /Go) byto domknieciem grupy x (G /Go) generowanej przez S, tj.
S+ =Gy.

Dla kazdego v € S, v # 1, v ma pewne (niekoniecznie jednoznacznie wyznaczone) minimalne
przedstawienie postaci vy = Hle oi, 0;€ X, k=2 lub 4. Oznaczmy przez (Y ,G/A)=(Y,G/Y 1)
podprzestrzen przestrzeni (X, G) generowang przez rozne sktadowe spojne elementow oy, i=1, ...,
k, gdzie v przebiega zbior S\ {1}, i niech Yj oznacza zbior zwezen elementéow z Y do G.

Twierdzenie 6.11. ([SO3], Theorem 5.2) Warunkiem koniecznym na to, aby struktura ilorazowa
(Xo, Go) przestrzeni (X, G) byta przestrzeniq porzqdkéw jest aby S generowat x (G / Go) jako
grupe topologiczng i aby struktura ilorazowa (Yo, Go/A) przestrzeni (Y, G/A) byta przestrzeniq
porzqgdkow.

Podprzestrzenn (Y, G/ A) przestrzeni (X, G) zdefiniowana powyzej bedzie przez nas nazywama
rdzeniem przestrzeni porzadkow (X, G) wzgledem struktury ilorazowej (Xo, Go). Znowu nasuwa
sie naturalne pytanie, czy warunki konieczne podane w Twierdzeniu 6.10 moga by¢ wystarczajace.
Jakkolwiek nie potrafimy odpowiedzie¢ na nie w pelnej ogdlnosci, jestesmy wszakze w stanie roz-
wazy¢ pewne szczeg6lne przypadki.

Twierdzenie 6.12. ([SO3], Theorem 5.4) Dla przestrzeni porzqdkéw (X,G) o tylko skoriczenie
wielu niejednoelementowych sktadowych spojnych i bez nieskoriczonych wachlarzy oraz o strukturze
ilorazowej (Xo, Go) przestrzeni (X, G) o skoriczonym indeksie, nastepujace warunki sq réwno-
wazne:

1. (Xo, Go) jest przestrzeniq porzqdkow.

2. X*Nx (G/Go) generuje x (G /Gy) i struktura ilorazowa (Yo, Go/A) rdzenia (Y ,G/A) jest
przestrzeniq porzqdkow.

Wreszcie w szczegblnym przypadku przestrzeni porzadkow ciata Q(x) powyzsze twierdzenie moze
by zasadniczo wzmocnione:

Twierdzenie 6.13. ([SO3], Theorem 5.5) Dla przestrzeni porzqdkow (X, G) = (Xy )2
Gy qa)?) @ struktury ilorazowej (Xo, Go) przestrzeni (X, G) o skorczonym indeksie nastepu-
jace warunki sq réwnowazne:

1. (Xo,Gy) jest przestrzeniq porzqdkow.

2. X*Nx (G/Go) generuje x (G /Go) i struktura ilorazowa (Yo, G /A) rdzenia (Y ,G/A) jest
przestrzeniq porzgdkow.
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3. (Xo, Go) jest proskoriczong przestrzeniq porzqdkéw.

Otrzymujemy w ten sposob zaskakujaco spektakularne wzmocnienie rezultatu pracy [SO2] uzy-
skane przy uzyciu zupekie innych srodkow.

7 Dtlugosé symboli.

7.1 Praca [SL1].

Niech F bedzie cialem charakterystyki #2, niech n € N, i niech k,(F) oznacza n-ta K-grupe
Milnora K,,(F) modulo 2. k,(F) jest addytywnie generowana przez ,symbole” {a1,...,an }, a; € F*,
i wobec hipotezy Milnora wiadomo, ze k,(F) jest kanonicznie izomorficzna z I"(F) /I"T1(F) oraz
z n-ta grupa kohomologii Galois ciala F' o wspolczynnikach w Z /27, H"(F, 7/ 27Z).

n-tq dlugoscig symboli \,(F') nazywaé bedziemy najmniejsza nieujemna liczbe naturalng m taka,
ze kazdy element k,(F) moze byé¢ zapisany jako suma m symboli, lub oo jezeli liczba taka nie
istnieje. Glownym celem pracy bylo poréwnanie indeksu stabilnosci stab(Xs p2, Gy~ 2) z liczba
An(F). Glowny rezultat jest nastepujacy:

Twierdzenie 7.1. ([SL1], Theorem 3.6) Niech F bedzie ciatem pitagorejskim i niech s =
St.‘:Lb(X'ZFz7 GZ Fz) < 00.

1. Jesli s <2, to wowczas albo Ao(F) =s, albo F jest jednoznacznie uporzqdkowane, s=0, oraz

Ao(F)=1.

2. Jesli s >3, to wowczas %1 <Ao(F) <257 12572 -1).

8 Twierdzenia o punkcie stalym.

8.1 Praca [FP1].

Kuhlmann i Kuhlmann niedawno udowodnili (por. [35]) nowy rodzaj twierdzen o punkcie stalym,
jak nazywaja twierdzeniami o punkcie stalym dla przestrzeni kul. Ich wyniki podane sa w bardzo
og6lnym jezykow przestrzeni, ktore nie sa metryczne ani nawet topologiczne, ale zamiast tego
wykorzystuja pojecie tak zwanych kul, czyli dowolnych rodzin pewnych podzbioréw. Niech X
bedzie niepustym zbiorem. Przestrzenig kul nazywamy pare (X, B), gdzie B jest ustalong rodzing
niepustych podzbioréw X zwanych kulami. Gniazdem kul nazywamy dowolny niepusty laricuch
N C B uporzadkowany przez inkluzje. Jesli f: X — X jest pewnym odwzorowanie, to kule B € B
nazywamy f-$ciggajgcq jesli albo jest zbiorem jednoelementowym ztozonym z punktu statego f,
albo jesli f(B) < B. Rezultaty podane w [35] sa nastepujace:

Twierdzenie 8.1. Jesli (X, B) jest przestrzeniq kul, zas f: X — X odwzorowaniem takim, ze:
1. istnieje kula f-$ciggajgca,
2. f(B) zawiera kule f-Sciggajacq, o ile if B € B jest kulg f-Sciggajacq,
3. dla kazdego gniazda kul f-Sciggajgcych N, przekroj (N zawiera kule f-Sciggajaca,

to f ma punkt staly.
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Twierdzenie 8.2. Jesli (X, B) jest przestrzeniq kul, zas f: X — X odwzorowaniem takim, Ze:
1. X jest kulg f-Sciggajgcaq,
2. f(B) zawiera kule f-$ciggajacq, o ile B € B jest kulg f-$ciqgajacq,
3. dla kazdego gniazda kul f-sciggajqcych N, przekroj (N jest kulg f-Sciagajaca,

to f ma doktadnie jeden punkt staty.

Glownymi rezultatami miniaturowej notki [FP1] sa dwa twierdzenia ([FP1], Theorems 4 i 6)
pokazujace, ze Twierdzenia 8.1 i 8.2 mozna wydedukowaé z wersji twierdzenn Bourbakiego-Witta o
punkcie statym.
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